
1. aLGEBRA1:1. fORMULA KORNEJ KWADRATNOGO URAWNENIQ. tEOREMA wIETAoPREDELENIE 1. kWADRATNYM TREH^LENOM NAZYWAETSQ WYRAVENIEf(x) = ax2 + bx+ c; (1)GDE a; b; c 2 R, a 6= 0 | POSTOQNNYE ^ISLA, x 2 R | PEREMENNAQ,a, b I c NAZYWA@TSQ KO\FFICIENTAMI.oPREDELENIE 2. kWADRATNYM URAWNENIEM NAZYWAETSQ URAWNENIE WIDAf(x) = 0 ILI ax2 + bx+ c = 0; (a 6= 0; a; b; c 2 R): (2)oPREDELENIE 3. kORNEM (RE[ENIEM) KWADRATNOGO URAWNENIQ, A TAKVEKORNEM KWADRATNOGO TREH^LENA (1) NAZYWAETSQ TAKOE ^ISLO x0(x0 2 R), DLQKOTOROGO f(x0) = 0 ILI ax02 + bx0 + c = 0 | WERNOE ^ISLOWOE RAWENSTWO.~ISLO D = b2�4ac NAZYWAETSQ DISKRIMINANTOM KWADRATNOGO TREH^LENAf(x) (KWADRATNOGO URAWNENIQ ax2 + bx+ c = 0).eSLI a = 1, TO KWADRATNOE URAWNENIEx2 + px+ q = 0 (3)NAZYWAETSQ PRIWEDENNYM. eGO DISKRIMINANT D = p2 � 4q.tEOREMA 1. a) eSLI D > 0, TO KWADRATNOE URAWNENIE (2) IMEET KORNIx1; x2 2 R, OPREDELQEMYE FORMULOJ:x1;2 = �b�pD2a = �b �pb2 � 4ac2a (4)ILI FORMULAMI:x1 = �b�pb2 � 4ac2a ; x2 = �b+pb2 � 4ac2a ; (5)pD| ARIFMETI^ESKIJ KWADRATNYJ KORENX IZ ^ISLAD, PRI^EM ESLID > 0,TO x1 6= x2, TO ESTX URAWNENIE (2) IMEET DWA RAZLI^NYH DEJSTWITELXNYHKORNQ ; ESLI D = 0, TO x1 = x2 = x0 = �b=2a | URAWNENIE IMEET DWASOWPADA@]IH KORNQ (ODIN DEJSTWITELXNYJ KORENX).b) eSLI D < 0, TO KWADRATNOE URAWNENIE (2) NE IMEET DEJSTWITELXNYHKORNEJ.w SLU^AE PRIWEDENNOGO KWADRATNOGO URAWNENIQ I D = p2 � 4q > 0 FOR-MULY KORNEJ IME@T WIDx1 = �p�pp2 � 4q2 ; x2 = �p+pp2 � 4q2 :dOKAZATELXSTWO.pREOBRAZUEM WYRAVENIE DLQ f(x), PRIMENQQ METOD WY-DELENIQ POLNOGO KWADRATA SUMMY WYRAVENIJ:ax2 + bx+ c = a�x2 + 2 b2ax+ ca� = a�x2 + 2 b2ax+ b24a2 + ca � b24a2� =10



= a �x+ b2a�2 � b2 � 4ac4a2 ! = f(x) : (6)a) eSLI PRIMENITX PRI D > 0 FORMULU RAZNOSTI KWADRATOW, TO WYRA-VENIE DLQ KWADRATNOGO TREH^LENA PREOBRAZUETSQ K WIDU:f(x) = a x� �b�pD2a ! x� �b+pD2a ! = a(x� x1)(x� x2);GDE x1 I x2 OPREDELQ@TSQ IZ FORMULY (5). tAK KAK a 6= 0, TO f(x) = 0 ,, x = x1 ILI x = x2, W SLU^AE a) TEOREMA DOKAZANA.b) pRI D < 0 O^EWIDNO, ^TO PRI L@BOM DEJSTWITELXNOM x WYRAVENIE,NA KOTOROE UMNOVAETSQ a, W (6) STROGO POLOVITELXNO, A POTOMU8 a > 0 (a < 0) ) f(x) > 0 (f(x) < 0),SLEDOWATELXNO, NI PRI KAKOM DEJSTWITELXNOM ZNA^ENII x KWADRATNYJ TREH-^LEN NE OBRA]AETSQ W 0, STALO BYTX, PRI D < 0 KWADRATNOE URAWNENIE NEIMEET DEJSTWITELXNYH KORNEJ. tEOREMA 1 POLNOSTX@ DOKAZANA.tEOREMA 2 (wIETA). eSLI D = b2�4ac > 0, SOOTWETSTWENNOD = p2�4q > 0,x1; x2 | KORNI KWADRATNOGO URAWNENIQ (2) ILI (3), TO W SLU^AE OB]EGO(PRIWEDENNOGO) KWADRATNOGO URAWNENIQx1 + x2 = � ba (x1 + x2 = �p) ; (7)x1 � x2 = ca (x1 � x2 = q) : (8)dOKAZATELXSTWO. rAWENSTWO (7) POLU^AETSQ W REZULXTATE NEPOSREDSTWEN-NOGO SLOVENIQ RAWENSTW (5) DLQ x1 I x2; DLQ DOKAZATELXSTWA (8) PO^LENNOUMNOVIM RAWENSTWA (5) DLQ x1 I x2, POLU^IM, PRIMENQQ FORMULU RAZNOSTIKWADRATOW I WYRAVENIE DLQ DISKRIMINANTA D,x1 � x2 = (�b�pD)(�b +pD)4a2 = �D � b24a2 = 4ac4a2 = ca :tEOREMA wIETA DOKAZANA.zAME^ANIE. sLU^AJ D = 0 PREDPOLAGAET NALI^IE DWUH SOWPADA@]IHKORNEJ KWADRATNOGO URAWNENIQ.rASSMOTRIM SLU^AJ URAWNENIQ WIDA (S "^ETNYM KO\FFICIENTOM" PRI x)ax2 + 2bx+ c = 0 (9)eSLI D = (2b)2 � 4ac = 4(b2 � ac) > 0 , b2 � ac > 0, TO FORMULA KORNEJ\TOGO URAWNENIQ IMEET WIDx1;2 = �2b�p(2b)2 � 4ac2a = �2b� 2pb2 � ac2a = �b �pb2 � aca : (10)11



tEOREMA 3 (OBRATNAQ TEOREMA wIETA).pUSTX ^ISLA x1; x2; p; q SWQZANY SOOTNO[ENIQMI: x1 + x2 = �p;x1 � x2 = q (SM. WTORYE RAWENSTWA (7) I (8) (W SKOBKAH)), TOGDA x1; x2 |KORNI PRIWEDENNOGO KWADRATNOGO URAWNENIQ (3).dOKAZATELXSTWO. ~ISLA x1; x2 I TOLXKO ONI QWLQ@TSQ KORNQMI URAWNE-NIQ (x�x1)(x�x2) = 0, KOTOROE RAWNOSILXNO POLU^A@]EMUSQ W REZULXTATERASKRYTIQ SKOBOK, PEREGRUPPIROWKI NEKOTORYH SLAGAEMYH W LEWOJ ^ASTIPOSLEDNEGO URAWNENIQ S U^ETOM SOOTNO[ENIJ (7) I (8) W SKOBKAH SLEDU@-]EMU URAWNENI@ x2 � (x1 + x2)x + x1x2 = 0 , x2 + px + q = 0. tEOREMADOKAZANA.zAME^ANIE. tEOREMA 3 DOKAZANA DLQ PRIWEDENNOGO KWADRATNOGO URAWNE-NIQ. oDNAKO DOKAZATX EE DLQ OB]EGO KWADRATNOGO URAWNENIQ MOVNO TO^NOTAKVE (ESLI WMESTO p BUDET FIGURIROWATX b=a, A WMESTO q | c=a, a 6= 0),POLU^A@]EESQ URAWNENIE x2 + (b=a)x+ c=a = 0, ax2 + bx+ c = 0. wAVNO,PRAWDA, OTMETITX, ^TO PO IZWESTNYM KORNQM x1 I x2 KWADRATNOGO URAWNE-NIQ ODNOZNA^NO OPREDELITX KO\FFICIENTY a; b; c NELXZQ, PO\TOMU OBRAT-NU@ TEOREMU wIETA UDOBNO FORMULIROWATX I DOKAZYWATX DLQ PRIWEDENNOGOKWADRATNOGO URAWNENIQ (U KOTOROGO a = 1, A KO\FFICIENTY p I q UVE BUDUTODNOZNA^NO OPREDELQTXSQ PO ZADANNYM KORNQM x1 I x2).������������������������������������������1:2. tEOREMA O RAZLOVENII KWADRATNOGO TREH^LENA NA LINEJNYEMNOVITELItEOREMA 4. (O RAZLOVENII KWADRATNOGO TREH^LENA NA LINEJNYE MNOVITELI).eSLI DISKRIMINANT D = b2 � 4ac KWADRATNOGO TREH^LENAf(x) = ax2 + bx+ c NEOTRICATELEN, TOf(x) = a(x� x1)(x� x2); (11)GDE x1 I x2 KORNI KWADRATNOGO URAWNENIQ ax2 + bx+ c = 0.dOKAZATELXSTWO.pREOBRAZUEM WYRAVENIE DLQ f(x), WYDELQQ POLNYJ KWAD-RAT SUMMY WYRAVENIJ,f(x) = ax2 + bx+ c = a�x2 + 2 b2ax+ ca� == a�x2 + 2 b2ax+ b24a2 + ca � b24a2� = a �x+ b2a�2 � b2 � 4ac4a2 ! :eSLI PRIMENITX PRI D > 0 FORMULU RAZNOSTI KWADRATOW, TO WYRAVENIEDLQ KWADRATNOGO TREH^LENA PREOBRAZUETSQ K WIDUf(x) = a x� �b�pD2a ! x� �b+pD2a ! = a(x� x1)(x� x2);GDE x1 I x2 OPREDELQ@TSQ IZ FORMULY (5), ^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX.12



oTMETIM, ^TO PRI D < 0 RAZLOVENIE NA DEJSTWITELXNYE LINEJNYE MNO-VITELI NEWOZMOVNO.|TO LEGKO DOKAZATX OT PROTIWNOGO, PREDPOLAGAQ, ^TO RAZLOVENIE TIPA(11) DLQ f(x) WOZMOVNO, MY POLU^IM SU]ESTWOWANIE DEJSTWITELXNOGO KORNQU KWADRATNOGO TREH^LENA S OTRICATELXNYM DISKRIMINANTOM I TEM SAMYMPRIDEM K PROTIWORE^I@ S DOKAZANNYM WY[E OTSUTSTWIEM TAKIH KORNEJ.������������������������������������������1:3. sWOJSTWA KWADRATI^NOJ FUNKCII y = ax2+bx+c I EE GRAFIKoPREDELENIE. fUNKCIQ WIDA y = f(x) = ax2 + bx + c NAZYWAETSQ KWAD-RATI^NOJ FUNKCIEJ, a; b; c 2 R; a 6= 0 | POSTOQNNYE ^ISLA, x 2 R |PEREMENNAQ.I. D[f ] = (�1;+1), TAK KAK IZ SWOJSTW DEJSTWITELXNYH ^ISEL (STROGODOKAZYWAEMYH W KURSE MATEMATI^ESKOGO ANALIZA) WYTEKAET, ^TO 8x 2 RODNOZNA^NO OPREDELENY PROIZWEDENIQ x � x = x2; ax2; bx I SUMMYax2 + bx; (ax2 + bx) + c = ax2 + bx+ c = f(x).II. E[f ] = [�D=4a;+1), ESLI a > 0 I E[f ] = (�1;�D=4a], ESLI a < 0,GDE D = b2 � 4ac.dOKAZATELXSTWO. pREOBRAZUEM f(x) SLEDU@]IM OBRAZOM:f(x) = a"�x+ b2a�2 � b2 � 4ac4a2 # = a�x+ b2a�2 � D4a :8x 2 R ) (x + b=2a)2 > 0, PO\TOMU PRI a > 0 (a < 0) POLU^AEM, ^TO8x 2 R ) f(x) > �D=4a (f(x) 6 �D=4a).fIKSIRUEM PROIZWOLXNOE y0 > �D=4a (y0 6 �D=4a). rASSMATRIWAQURAWNENIE f(x) = y0 , ax2+ bx+ c� y0 = 0, OTKUDA ~D = b2� 4a(c� y0) == b2 � 4ac+ 4ay0 = 4a(y0 +D=4a), MY I POLU^IM, ^TO ESLI a > 0 (a < 0)I y0 > �D=4a (y0 6 �D=4a), TO ~D > 0 , PO\TOMU URAWNENIE f(x) = y0IMEET RE[ENIQ, TO ESTX 9x1; x2 : f(x1) = f(x2) = y0, II DOKAZANO.sLEDSTWIE. nA OSNOWE REZULXTATOW RASSUVDENIJ \TOGO P. II, POLU^A-EM WAVNYJ WYWOD: NA WSEJ OBLASTI OPREDELENIQ KWADRATI^NAQ FUNKCIQf(x) = ax2 + bx+ c PRINIMAET PRI a > 0 (a < 0) TOLXKO NEOTRICATELXNYE(NEPOLOVITELXNYE) ZNA^ENIQ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA DISKRIMINANTD = b2 � 4ac 6 0.|TO UTWERVDENIE MOVNO PRIMENQTX DLQ DOKAZATELXSTWA RAZLI^NYH NE-RAWENSTW, NAPRIMER, S TRIGONOMETRI^ESKIMI WYRAVENIQMI I DOKAZATELXSTWUTWERVDENIJ, NAPRIMER, W KURSE LINEJNOJ ALGEBRY I ANALITI^ESKOJ GEO-METRII.III. w SILU TOGO, ^TO PRI a > 0 (a < 0) IMEEM: 8x 2 R) f(x) > �D=4a(f(x) 6 �D=4a), WYTEKAET OGRANI^ENNOSTX KWADRATI^NOJ FUNKCII SNIZU13



(SWERHU) NA SWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ. dALEE, PROWODQ TAKIE VE RASSUVDE-NIQ, ^TO I W KONCE P. II, POLU^AEM, ^TO DLQ L@BOGO m2 > �D=4a(m1 6 �D=4a) NAJDUTSQ TAKIE ZNA^ENIQ ARGUMENTA x2 (x1), PRI KOTORYH,NAPRIMER, f(x2) = m2 + 1 > m2 (f(x1) = m1 � 1 < m1). a \TO I OZNA^AET,^TO KWADRATI^NAQ FUNKCIQ NE OGRANI^ENA SWERHU (SNIZU) NA SWOEJ OBLASTIOPREDELENIQ.IV. w SILU OPREDELENIJ NAIBOLX[EGO I NAIMENX[EGO ZNA^ENIJ FUNKCIII REZULXTATOW P. II POLU^AEM:ESLI a > 0, TO SU]ESTWUET minx2R f(x) = �D=4a = f(�b=2a),A ESLI a < 0, TO SU]ESTWUET maxx2R f(x) = �D=4a = f(�b=2a),maxx2R f(x) (minx2R f(x)) PRI a > 0 (a < 0) NE SU]ESTWUET. pOSLEDNIE UTWERV-DENIQ LEGKO DOKAZYWA@TSQ OT PROTIWNOGO TAK VE, KAK NEOGRANI^ENNOSTXFUNKCII SWERHU (SNIZU) PRI a > 0 (a < 0) W P. III.V. ~ETNOSTX I NE^ETNOSTX.D[f ] | SIMMETRI^NA OTNOSITELXNO TO^KI x0 = 0. iSSLEDUEM RAWENSTWOf(�x) � f(x), a(�x)2 + b(�x) + c � ax2 + bx+ c, 2bx � 0, b = 0 )) PRI b = 0 | FUNKCIQ ^ETNAQ, A PRI b 6= 0 | NE QWLQETSQ ^ETNOJ.iSSLEDUEM RAWENSTWO f(�x) � �f(x) , a(�x)2 + b(�x) + c �� (�ax2 � bx� c), 2(ax2 + c) � 0, x2 � � ca , ^TO NEWERNO, TAK KAKx | PEREMENNAQ, SLEDOWATELXNO, f(x) NE QWLQETSQ NE^ETNOJ.VI. f(x) NE QWLQETSQ PERIODI^ESKOJ.dLQ DOKAZATELXSTWA PREDPOLOVIM, ^TO 9 T0 6= 0 TAKOE, ^TO 8x 2 R )) f(x+T0) = f(x) (ZDESX MY ISPOLXZUEM FAKT D[f ] = (�1;+1)). tOGDA,W ^ASTNOSTI, PRI x = x0 = �b=2a) x0 + T0 6= x0, STALO BYTX ILIx0 + T0 > x0, ILI x0 + T0 < x0, NO W SILU REZULXTATOW P. VII PRI \TOM ILIf(x0 + T0) < f(x0), ILI f(x0 + T0) > f(x0), TO ESTX f(x0) 6= f(x0 + T0),PRI[LI K PROTIWORE^I@.VII. eSLI D > 0, TO f(x) = 0 PRI x1;2 = (�b �pD)=2a (SM. P. 1:1).tAK KAK f(x) = a(x� x1)(x� x2) (SM. 20), TO PRI D = 0 ) x1 == x2 = �b=2a = x0 ) f(x) = a(x� x0)2, SLEDOWATELXNO, PRI a > 0(a < 0) ) f(x) > 0 (f(x) < 0) NA (�1;�b=2a)[ (�b=2a;+1) ;ESLI VE D > 0, TO PRI a > 0 (a < 0) ) f(x) > 0 (f(x) < 0) NA(�1; x1)[ (x2;+1), I f(x) < 0 (f(x) > 0) NA (x1; x2), GDE x1 | MENX[IJ,A x2 | BOLX[IJ KORNI URAWNENIQ f(x) = 0 ; PRI D < 0; a > 0 ) f(x) >> �D=4a > 0, PRI D < 0; a < 0 ) f(x) 6 �D=4a < 0 ) f(x) > 0(f(x) < 0) PRI a > 0 (a < 0) WS@DU NA (�1;+1).VIII. eSLI a > 0 (a < 0), TO f(x) = ax2 + bx+ c WOZRASTAET NA[�b=2a;+1) ((�1;�b=2a]) I UBYWAET NA (�1;�b=2a] ([�b=2a;+1)).dOKAZYWAETSQ \TO PUTEM RASSMOTRENIQ PROIZWOLXNYH x2 > x1 > �b=2a I14



x1 < x2 6 �b=2a I RAZNOSTI f(x2)� f(x1) = a(x22 � x21) + b(x2 � x1) == (x2 � x1)(a(x1 + x2) + b) = a(x2 � x1)(x1 + x2 � (�b)=a). x2 � x1 > 0WSEGDA, PO\TOMU ZNAK RAZNOSTI f(x2) � f(x1) ZAWISIT OT ZNAKA WYRAVENIQa(x1 + x2 � (�b)=a), A ON I OPREDELQETSQ SFORMULIROWANNYMI W USLOWIQHP. VII DANNYMI SLEDU@]IM OBRAZOM: ESLI x2 > x1 > �b=2a(x1 < x2 6 �b=2a), TO W SILU SWOJSTW ^ISLOWYH NERAWENSTWx1 > � b2a �x2 6 � b2a�x2 > � b2a �x1 < � b2a�,PO^LENNO SKLADYWAQ \TI NERAWENSTWA, MY POLU^IM: x1 + x2 > � ba ,, (x1 + x2 � (�b)=a) > 0 �x1 + x2 < � ba , (x1 + x2 � (�b)=a) < 0�,A UVE OTS@DA WSE OPREDELQETSQ ZNAKOM ^ISLA a.IX. wYPUKLOSTX KWADRATI^NOJ FUNKCIIfUNKCIQ f(x) = ax2 + bx+ c STROGO WYPUKLA WNIZ (WWERH) NA WSEJ SWOEJOBLASTI OPREDELENIQ (NA PROMEVUTKE (�1;+1)) ESLI a > 0 (a < 0).dOKAZATELXSTWO.fIKSIRUEM PROIZWOLXNYE x1 I x2 2 R; x1 6= x2: sRAW-NIM RAZNOSTX WYRAVENIJ:f �x1 + x22 �� f(x1) + f(x2)2 S ^ISLOM 0 :f �x1 + x22 �� f(x1) + f(x2)2 = a�x1 + x22 �2 + b�x1 + x22 �+ c��ax21 + bx1 + c2 � ax22 + bx2 + c2 = 14a(x21 + 2x1x2 + x22 � 2x21 � 2x22) == �a4 � �x21 � 2x1x2 + x22� = �a(x1 � x2)24 :eSLI a > 0 (a < 0), TO PRI x1 6= x2 ) �a(x1 � x2)24 < 0 (> 0), A POTO-MU W KONE^NOM ITOGE DLQ KWADRATI^NOJ FUNKCII IMEET MESTO NERAWENSTWO(10) ((20)) STR. 6, ^TO I OZNA^AET EE WYPUKLOSTX WNIZ (WWERH) NA (�1;+1);^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX. 15



X. gRAFIKI: (SM. RIS. 1.1 A | E)RIS. 1.1 A RIS. 1.1 B RIS. 1.1 WRIS. 1.1 G RIS. 1.1 D RIS. 1.1 E(0; c) OB]AQ TO^KA GRAFIKA FUNKCII S OSX@ Oy (IBO f(0) = c); (x1; 0);(x2; 0) TO^KI PERESE^ENIQ GRAFIKA FUNKCII y = f(x) S OSX@ Ox PRI D > 0;PRI D = 0 \TO TO^KA KASANIQ, x1 = x2 = x0 = �b=2a; PRI D < 0 TAKIHTO^EK NET.zAME^ANIE. mONOTONNOSTX f(x) MOVET BYTX DOKAZANA I S POMO]X@ PRO-IZWODNOJ, ODNAKO PRI PRIMENENII TEOREMY OB U^ASTKAH WOZRASTANIQ(UBYWANIQ) PRI f 0(x) > 0 (f 0(x) < 0) \TO MOVNO UTWERVDATX LI[X NA(�b=2a;+1) ILI (�1;�b=2a), A NE NA [�b=2a;+1) ILI (�1;�b=2a].������������������������������������������1:4. sWOJSTWA STEPENEJ S NATURALXNYMI I CELYMI POKAZATELQMIsTEPENX@ NAZYWAETSQ WYRAVENIE a�, GDE ^ISLO a NAZYWAETSQ OSNOWANI-EM STEPENI, A ^ISLO � NAZYWAETSQ POKAZATELEM STEPENI.pUSTX a | DEJSTWITELXNOE ^ISLO :an def= 8<: a; ESLI n = 1aa � � �a| {z }n ; ESLI n > 2 n 2 N; (1)ESLI n = 0; a 6= 0, TO a0 def= 1; 00 NE OPREDELENO.a�n def= 1an ; GDE a 6= 0; n 2 N; (2)0�n NE OPREDELENO.16



iZ (2) PRI n < 0 ) 1=a�n = a�(�n) = an (TAK KAK �n > 0),a�0 = 1 = 1=1 = 1=a0 PRI L@BOM a 6= 0. sLEDOWATELXNO, 8a 6= 0 I8m 2 Z (GDE Z | MNOVESTWO CELYH ^ISEL) WYTEKAET RAWENSTWO:a�m = 1am : (3)sWOJSTWA. dLQ L@BYH CELYH ^ISEL m I p1. (ab)m = ambm, 6. ESLI m > 0; a > b > 0, TO am > bm , a > b,2. �ab�m = ambm , ESLI m < 0; 0 < a < b, TO am > bm , a < b,3. am � ap = am+p, ^ITATELQM SAMOSTOQTELXNO RASSMOTRETX SLU^AI:4. am : ap = am�p, am > bm; am < bm; am 6 bm.5. (am)p = amp,sWOJSTWA 1 | 5 SPRAWEDLIWY DLQ L@BYH a; b 2 R, DLQ KOTORYH OPREDE-LENY LEWYE I PRAWYE ^ASTI WYPISANNYH RAWENSTW, W ^ASTNOSTI, DLQ L@BYHOTLI^NYH OT NULQ a; b 2 R, SWOJSTWO 6 | DLQ L@BYH UKAZANNYH a; b 2 R.dOKAZATELXSTWA1. (a) m 2 N : (ab)m = (ab)(ab) � � � (ab)| {z }m = (aa � � �a)| {z }m (bb � � �b)| {z }m = ambm,(b) m = 0 : (ab)m = (ab)0 = 1 = 1 � 1 = a0b0 = ambm,(c) m = �n; n 2 N : (ab)m = (ab)�n = 1(ab)n = 1anbn == 1an � 1bn = a�nb�n = ambm ) 1 DOKAZANO;2. (a) m 2 N : �ab�m = �ab��ab� � � ��ab�| {z }m = mz }| {aa � � �abb � � � b| {z }m = ambm ,(b) m = 0 : �ab�m = �ab�0 = 1 = 11 = a0b0 = ambm ,(c) m = �n; n 2 N : �ab�m = �ab��n = 1(a=b)n == 1an=bn = bnan = 1b�n � a�n = ambm ) 2 DOKAZANO;3. (a) m > 0; p > 0; m; p 2 N :amap = aa � � �a| {z }m aa � � �a| {z }p = aa � � �a| {z }m+p = am+p,17



(b) m 2 Z; p = 0 :amap = ama0 = am1 = am = am+0 = am+p,SLU^AJ m = 0; p 2 Z RASSMATRIWAETSQ ANALOGI^NO,W ^ASTNOSTI, m = p = 0 :amap = a0a0 = 1 � 1 = 1 = a0 = a0+0 = am+p ,(c) m > 0; p < 0, TOGDA p = �n; n 2 N :(�) m > n) m � n 2 N : am � ap = am � a�n == am : an = an+(m�n) : an = (an � am�n) : an = am�n == am+(�n) = am+p,(�) m = n) m � n = 0 : am � ap = am � a�n = am : an == am : am = 1 = a0 = am�m = am�n = am+(�n) = am+p,(
) m < n) n�m 2 N : am � ap = am � a�n == am : an = am : (am+(n�m)) = am : (am � an�m) == 1 : an�m = a�(n�m) = am�n = am+p,(d) m < 0; p > 0 RASSMATRIWAETSQ ANALOGI^NO,(e) m < 0; p < 0, TOGDA m = �q; p = �n; n; q 2 N :am+p = a(�q)+(�n) = a�(q+n) = 1aq+n = 1aq � an == a�q � a�n = amap ) 3 POLNOSTX@ DOKAZANO;4. ap � am�p = ap+(m�p) = am ) am�p = am : ap ) 4 DOKAZANO;5. (a) m > 0; p > 0 :(am)p = (aa � � �a)| {z }m (aa � � �a)| {z }m (aa � � �a)| {z }m| {z }p = aa � � �a| {z }mp = amp,(b) m 2 Z; p = 0 : (am)p = (am)0 = 1 = a0 = am�0 = amp ;m = 0; p 2 Z : (am)p = 1p = 1 = a0 = a0�p = amp ;W ^ASTNOSTI, m = p = 0 : (am)p = (a0)0 = 10 = 1 = a0 == a0�0 = amp,(c) m < 0; p > 0 ) m = �q; q 2 N :(am)p = (a�q)p = � 1aq�p = 1p(aq)p = 1aqp = a�qp == a(�q)p = amp,(d) m > 0; p < 0 ) p = �n; n 2 N :(am)p = (am)�n = 1(am)n = 1amn = a�mn = am(�n) = amp,(e) m < 0; p < 0 ) m = �q; p = �n; n; q 2 N :(am)p = (a�n)�q = 1(a�n)q = 1a(�n)q = a�(�nq) = anq == a(�n)(�q) = amp ) 5 POLNOSTX@ DOKAZANO;18



6. m > 0, \TO SWOJSTWO SRAZU WYTEKAET IZ SWOJSTWA 10 ^ISLOWYH NERA-WENSTW (SM. [1], RAZDEL II, P. 2.1, WOPROS 3),m < 0 , �m > 0, DALEE TAK VE, KAK I NIVE, DLQ SLU^AQ OTRICATELX-NOGO RACIONALXNOGO POKAZATELQ ILI W SILU DOKAZANNOGO NIVE W P. 1.9SWOJSTWA MONOTONNOSTI STEPENNOJ FUNKCII S CELYM POKAZATELEM.tAKIM OBRAZOM, WSE SWOJSTWA STEPENEJ S CELYMI I, W ^ASTNOSTI, S NATU-RALXNYMI POKAZATELQMI DOKAZANY.������������������������������������������1:5. sWOJSTWA ARIFMETI^ESKIH KORNEJ n - OJ STEPENI. sWOJSTWASTEPENEJ S RACIONALXNYMI POKAZATELQMIoPREDELENIE 1. pUSTX ^ISLA a; b 2 R. ~ISLO b NAZYWAETSQ KORNEM n-OJSTEPENI (n 2 N ) IZ ^ISLA a (ALGEBRAI^ESKIM KORNEM), ESLI bn = a. eSLIa > 0; b > 0, TO ^ISLO b NAZYWAETSQ ARIFMETI^ESKIM KORNEM n-OJ STEPENIIZ ^ISLA a. aRIFMETI^ESKIJ KORENX OBOZNA^AETSQ TAK:b = npa.|TO OBOZNA^ENIE PRIMENQETSQ I DLQ SLU^AQ NE^ETNOGO n I OTRICATELX-NOGO a (a < 0), PRI \TOM TAKVE b < 0.pRI n = 1 b = a, TAK KAK a1 = a, PRI n = 2 2pa = pa.w [KOLXNOM KURSE BEZ DOKAZATELXSTWA PRINIMAETSQ SU]ESTWOWANIE ARIF-METI^ESKOGO KORNQ n - OJ STEPENI; EGO EDINSTWENNOSTX LEGKO DOKAZYWAET-SQ OT PROTIWNOGO NA OSNOWE UTWERVDENIQ O ^ISLOWYH NERAWENSTWAH: ESLIa > b > 0, TO PRI L@BOM NATURALXNOM n a > b (a < b), an > bn an < bn.o PONQTII STEPENI SM. WY[E P. 1:4, SM. TAKVE DOPOLNITELXNYJ MATERIALK P. 1:5 O SU]ESTWOWANII I KOLI^ESTWE DEJSTWITELXNYH KORNEJ.oPREDELENIE 2. pUSTX p 2 Z; q 2 N; a > 0; a 2 R, a pq def= qpap,W ^ASTNOSTI, PRI p = 1 a 1q = qpa, ESLI p 2 N , TO a pq OPREDELENO I DLQa = 0.eSLI q < 0, TO a pq def= a�pjqj , ODNAKO WSE SWOJSTWA STEPENEJ S RACIONALX-NYMI POKAZATELQMI BUDUT FORMULIROWATXSQ I DOKAZYWATXSQ DLQ SLU^AQ,KOGDA U POKAZATELEJ � = p=q; � = r=s | q 2 N; s 2 N , TO ESTX q; s > 0.sWOJSTWA KORNEJ n - OJ STEPENI:1. npan = � a, ESLI n = 2k � 1; 8k 2 N; 8a 2 Rjaj, ESLI n = 2k; 8k 2 N; 8a 2 R ;2. npab = npa npb; 8n 2 N; 8a > 0; b > 0; a; b 2 R ;3. nrab = npanpb ; 8n 2 N; 8a > 0; b > 0; a; b 2 R ;4. npam = ( npa)m; 8m; n 2 N; 8a > 0; a 2 R ;19



5. npam = amn = ak, 8m; n; k 2 N; k = m : n; 8a > 0; a 2 R,npam = ak npar, 8m; n; k; r 2 N; m = nk + r;0 < r 6 n� 1; 8a > 0; a 2 R ;6. mp npa = mnpa, 8m; n 2 N; 8a > 0; a 2 R ;7. mpan = qpap, 8m; n; p; q; k 2 N : m = kq; n = kp;8a > 0; a 2 R ;8. npam � qpap = nqpamq+np, 8p; q; m; n 2 N; 8a > 0; a 2 R,npam : qpap = nqpamq�np, 8p; q; m; n 2 N; 8a > 0; a 2 R.sWOJSTWA STEPENEJ. dLQ L@BYH RACIONALXNYH ^ISEL � I � :1. (ab)� = a�b� ; 6. a� > b� , a > b > 0; � > 0.2. �ab�� = a�b� ; a� > b� , 0 < a < b; � < 0,3. a�a� = a�+� ; ^ITATELQM SAMOSTOQTELXNO RASSMOTRETX SLU^AI:4. a� : a� = a��� ; a� > b�; a� < b�; a� 6 b�.5. (a�)� = (a�)� = a��.sWOJSTWA 1 | 5 SPRAWEDLIWY DLQ WSEH DEJSTWITELXNYH a I b, PRI KOTO-RYH OPREDELENY LEWYE I PRAWYE ^ASTI WYPISANNYH RAWENSTW, W ^ASTNOSTI,DLQ L@BYH a > 0; b > 0; a; b 2 R, SWOJSTWO 6 | DLQ L@BYH UKAZANNYHa; b 2 R. dOKAZATELXSTWAI. sWOJSTWA KORNEJiH DOKAZATELXSTWA OSNOWANY NA OPREDELENII KORNQ, EDINSTWENNOSTI KOR-NQ (W SWOJSTWE 1. PRIMENQETSQ E]E EDINSTWENNOSTX ALGEBRAI^ESKOGO KORNQNE^ETNOJ STEPENI IZ OTRICATELXNOGO ^ISLA) I SWOJSTWAH STEPENEJ S NATU-RALXNYMI POKAZATELQMI.1. ( npan)n def= an I (a)n = an ) npan = a; n = 2k � 1, ESLI n = 2k,TO TAK KAK an = jajn, DLQ L@BOGO n 2 N npan = npjajn = jaj,^TO WYWODITSQ TO^NO TAK VE, KAK I W SLU^AE n = 2k � 1 (PRI \TOMISPOLXZUETSQ TO, ^TO jaj > 0) ;2. ( npab)n def= ab; ( npa npb)n = ( npa)n( npb)n = ab ) 2 ;3. � nrab�n def= ab ; � npanpb�n = ( npa)n( npb)n = ab ) 3 ;4. ( npam)n def= am; (( npa)m)n = (( npa)n)m = (a)m = am ) 4 ;20



5. ( npam)n = am; (ak)n = akn = am ) 5,(ak npar)n = (ak)n( npar)n = aknar = akn+r = am; ( npam)n = am ) 5 ;6. � mp npa�mn = �� mp npa�m�n = ( npa)n = a; ( mnpa)mn def= a ) 6 ;7. mpan = kqpakp 6:= kp qpapk 5:= kq qp(ap)k 4:= kq( qpap)k = qpap ;8. npam qpap 7:= nqpamq nqpapn 2:= nqpamqapn 1:= nqpamq+pn,ANALOGI^NO RASSMATRIWAETSQ SLU^AJ ^ASTNOGO S ISPOLXZOWANIEM SWOJ-STWA 4 STEPENEJ.II. sWOJSTWA STEPENEJ1. pUSTX � = mn , GDE m 2 Z; n 2 N (ab)� = (ab)mn = np(ab)m == npambm = npam npbm = amn bmn = a�b� ;2. �ab�� = �ab�mn = nr�ab�m = nrambm = npamnpbm = a�b� ;3. 3. I 4. WYTEKA@T IZ SWOJSTW KORNEJ 8. I OPREDELENIQ STEPENI:PUSTX � = pq , a�a� = npam qpap = nqpamq+np = amq+npnq == amqnq +npnq = amn + pq = a�+� ;4. a� : a� = npam : qpap = nqpamq�np = amq�npnq = amqnq �npnq == amn � pq = a��� ;5. (a�)� = ( npam) pq = qq( np(am))p = qq np(am)p == qp npamp = nqpamp = ampnq = amn � pq = a��,ANALOGI^NO DOKAZYWAETSQ, ^TO (a�)� = a�� = a�� = (a�)� ;6. � > 0 ) � = m=n; m; n 2 N , W SILU TOLXKO ^TO DOKAZANNOGOSWOJSTWA 5 I UTWERVDENIQ O ^ISLOWYH NERAWENSTWAH: ESLI a > b > 0, TO PRIL@BOM NATURALXNOM n a > b (a < b), an > bn an < bn IMEEM am=n >> bm=n , (a1=n)m > (b1=n)m , a1=n > b1=n , (a1=n)n > (b1=n)n , a > b,� < 0 , �� > 0, PO DOKAZANNOMU I W SILU SWOJSTWA 9 ^ISLOWYHNERAWENSTW (SM. [1], RAZDEL II, P. 2.1, WOPROS 3)a > b , a�� > b�� , 1=a�� < 1=b�� , a� < b�.sWOJSTWA STEPENEJ I KORNEJ DOKAZANY.oBRA]AEM WNIMANIE, ^TO W SWOJSTWAH 2. I 3. KORNEJ PRI n = 2k; k 2 NDLQ L@BYH a; b 2 R TAKIH, ^TO ab > 0 (W SLU^AE 3. b 6= 0) IME@T MESTORAWENSTWA, KOTORYE PREDLAGAETSQ SAMOSTOQTELXNO OBOSNOWATX:20. npab = npjaj npjbj I 30. nrab = npjajnpjbj .������������������������������������������21



dOPOLNITELXNYJ MATERIAL K P. 1:5.iSSLEDUEM WOPROS O SU]ESTWOWANII I KOLI^ESTWE KORNEJ n| OJ STEPENIIZ DEJSTWITELXNOGO ^ISLA a W ZAWISIMOSTI OT ^ETNOSTI ILI NE^ETNOSTI nI ZNAKA ^ISLA a.pREVDE WSEGO OTMETIM, ^TO ESLI a = 0, TO 8n 2 N npa = np0 = 0 ITOLXKO 0, POSKOLXKU 8n 2 N 0n = 0, A 8n 2 N; b 2 R TAKOGO, ^TO b 6=6= 0 ) bn 6= 0 (SOGLASNO OPREDELENI@ PROIZWEDENIQ ^ISEL). dALEE, ESLIa = 1, TO 8n 2 N : npa = np1 = 1 POSKOLXKU 8n 2 N : 1n = 1 . dRUGIHARIFMETI^ESKIH ZNA^ENIJ KORNQ n | OJ STEPENI IZ 1 NE SU]ESTWUET, PO-SKOLXKU W SILU UTWERVDENIQ O ^ISLOWYH NERAWENSTWAH: ESLI a > b > 0, TOPRI L@BOM NATURALXNOM n a > b (a < b), an > bn an < bn 8b TAKOGO, ^TO0 6 b < 1 ) 0 = 0n 6 bn < 1n = 1, A 8b TAKOGO, ^TO b > 1 ) bn > 1n = 1,SLEDOWATELXNO 8b 2 R TAKOGO, ^TO 0 6 b 6= 1 ) 0 6 bn 6= 1. dLQ SLU^AQ0 < a 6= 1 SHEMU OBOSNOWANIQ SU]ESTWOWANIQ npa SM., NAPRIMER, W [3], GL. 3,x2, P. 1:1. oNA TAKVE PRIWODITSQ W KURSAH MATEMATI^ESKOGO ANALIZA. pRED-POLAGAQ SU]ESTWOWANIE DWUH NEOTRICATELXNYH ^ISEL b1 6= b2 TAKIH, ^TObn1 = bn2 = a MY SRAZU POLU^AEM PROTIWORE^IE, POSKOLXKU PRI b1 < (>)b2 Ibn1 < (>)bn2 , SLEDOWATELXNO, bn1 6= bn2 . dOKAVEM SLEDU@]IE TEOREMY.tEOREMA 1. 8a < 0 I 8k 2 N;n = 2k @b 2 R : bn = a.dOKAZATELXSTWO.pREDPOLAGAQ PROTIWNOE, ^TO TAKOE ^ISLO b SU]ESTWUET,MY POLU^AEM, ^TO ESLI b > 0, TO SOGLASNO PRAWILU UMNOVENIQ ^ISEL bn == b2k > 0, A ESLI b < 0, TO b = �jbj, GDE jbj > 0 I POTOMU bn = b2k == ((�1)jbj)2k = (�1)2kjbj2k = jbj2k > 0, PO\TOMU RAWENSTWO bn = b2k = a < 0NEWOZMOVNO NI DLQ KAKOGO b 2 R. tEOREMA 1 DOKAZANA.tEOREMA 2. 8a > 0 I 8k 2 N;n = 2k 9b1 = � 2kpa < 0; b2 = 2kpa > 0,b1;2 2 R : bn1 = bn2 = a. dRUGIH DEJSTWITELXNYH ZNA^ENIJ KORNQ 2k - OJSTEPENI IZ ^ISLA a NET.dOKAZATELXSTWO. oTSUTSTWIE OTLI^NYH OT b2 NEOTRICATELXNYH ZNA^E-NIJ KORNQ 2k - OJ STEPENI IZ ^ISLA a WYTEKAET IZ SU]ESTWOWANIQ (PRI-NQTOGO BEZ DOKAZATELXSTWA) I EDINSTWENNOSTI ARIFMETI^ESKOGO KORNQ. dA-LEE, bn1 = b2k1 = (� 2kpa)2k = (�1)2k( 2kpa)2k = 1 � a = a, TO ESTX ^ISLO b1DEJSTWITELXNO QWLQETSQ KORNEM 2k - OJ STEPENI IZ ^ISLA a (ALGEBRAI^ES-KIM, NE ARIFMETI^ESKIM). pREDPOLOVIM, ^TO SU]ESTWUET ^ISLO �b0 < 0 I�b0 6= b1 (b0 > 0), ^TO (�b0)2k = a, TOGDA POLU^AEM, ^TO b0 6= b2 I TAK KAKa = (�b0)2k = (�1)2k(b0)2k = (b0)2k, TO PRIHODIM K PROTIWORE^I@ S EDINST-WENNOSTX@ ARIFMETI^ESKOGO KORNQ 2k - OJ STEPENI IZ ^ISLA a > 0. tEOREMA2 DOKAZANA.tEOREMA 3. 8a 2 R I 8k 2 N0; n = 2k + 1 9!b : bn = b2k+1 = a22



dOKAZATELXSTWOsLU^AJ a = 0 RASSMOTREN WY[E. pUSTX a > 0, TOGDA npa = 2k+1pa |EDINSTWENNOE ARIFMETI^ESKOE ZNA^ENIE \TOGO KORNQ, POSKOLXKU 8b < 0b2k+1 = (�jbj)2k+1 = (�1)2k+1jbj2k+1 = (�1) � jbj2k+1 = �jbj2k+1 < 0 (TAK KAKjbj > 0, A POTOMU I jbj2k+1 > 0), TO I OTRICATELXNYH ZNA^ENIJ KORNQ NE-^ETNOJ STEPENI IZ POLOVITELXNOGO ^ISLA NET. pUSTX a < 0, TOGDA jaj > 0 I^ISLO � npjaj = � 2k+1pjaj < 0 QWLQETSQ KORNEM UKAZANNOJ STEPENI IZ ^ISLAa, POSKOLXKU (� 2k+1pjaj)2k+1 = (�1)2k+1( 2k+1pjaj)2k+1 = (�1)�jaj = �jaj = a.pRI \TOM TAK KAK WSQKOE NEOTRICATELXNOE ^ISLO W L@BOJ NATURALXNOJ STE-PENI NEOTRICATELXNO, TO NEOTRICATELXNYH ZNA^ENIJ KORNQ NE^ETNOJ STE-PENI IZ OTRICATELXNOGO ^ISLA NE SU]ESTWUET. eSLI VE PREDPOLOVITX SU-]ESTWOWANIE ^ISLA �b0 < 0, OTLI^NOGO OT � 2k+1pjaj, NO (�b0)2k+1 = a == (�1)2k+1b02k+1 = �b02k+1, TO ^ISLO b0 > 0; b0 6= 2k+1pjaj I b02k+1 == �a = jaj, POLU^ILI PROTIWORE^IE S EDINSTWENNOSTX@ ARIFMETI^ESKOGOKORNQ 2k+1 STEPENI IZ POLOVITELXNOGO ^ISLA, KOTOROE I DOKAZYWAET EDIN-STWENNOSTX KORNQ NE^ETNOJ STEPENI IZ OTRICATELXNOGO ^ISLA. |TO ZNA^ENIEOTRICATELXNO I PO\TOMU NE QWLQETSQ ARIFMETI^ESKIM ZNA^ENIEM KORNQ.tE-OREMA 3 DOKAZANA.zAME^ANIE. eDINSTWENNOSTX KORNQ NE^ETNOJ STEPENI IZ L@BOGO ^ISLAESTESTWENNYM OBRAZOM POZWOLQET NAM ISPOLXZOWATX ZNAK RADIKALA (KORNQ)DLQ EGO OBOZNA^ENIQ, TO ESTX W ^ASTNOSTI, PRI a < 0 2k+1pa = � 2k+1pjaj, GDE2k+1pjaj UVE ARIFMETI^ESKIJ KORENX IZ POLOVITELXNOGO ^ISLA jaj. iSPOLX-ZOWANIE ZNAKA KORNQ ^ETNOJ STEPENI DOPUSKAETSQ TOLXKO DLQ ARIFMETI^ES-KOGO (TO ESTX NEOTRICATELXNOGO) ZNA^ENIQ KORNQ. sTALO BYTX, ZAPISX WIDA4p16 = �2 NE KORREKTNA, �2 = � 4p16, GDE 4p16 = 2.������������������������������������������aLGORITM IZWLE^ENIQ KWADRATNOGO KORNQ IZ POLOVITELXNOGO ^ISLA~TOBY IZWLE^X KWADRATNYJ KORENX IZ DANNOGO CELOGO ^ISLA NADO:1) RAZBITX ^ISLO SPRAWA NALEWO NA GRUPPY PO DWE CIFRY W KAVDOJ, KROMEPERWOJ (KRAJNEJ LEWOJ), ESLI W NEJ ODNA CIFRA;2) PODOBRATX NAIBOLX[EE ^ISLO, KWADRAT KOTOROGO NE BOLX[E ^ISLA W LEWOJGRUPPE, I ZAPISATX EGO W OTWET;3) WOZWESTI \TO ^ISLO W KWADRAT I WY^ESTX IZ ^ISLA W PERWOJ GRUPPE CIFR;4) K POLU^ENNOJ RAZNOSTI PRIPISATX SLEDU@]U@ GRUPPU CIFR;5) UDWOITX ^ISLO, ZAPISANNOE W OTWET, OTNOSQ EGO W KOLONKU SLEWA OT KO-LONKI RAZNOSTEJ, FORMIRUEMYH W 4), PRIPISATX K \TOMU UDWOENNOMU ^ISLUNAIBOLX[U@ CIFRU (MOVET BYTX I 0), ^TOBY PROIZWEDENIE POLU^ENNOGO^ISLA NA \TU CIFRU BYLO NE BOLX[E ^ISLA, POLU^ENNOGO W 4), ZAPISATX \TOPROIZWEDENIE W PRAWOJ KOLONKE POD ^ISLOM, POLU^ENNYM W 4), I NAJTI RAZ-NOSTX ^ISLA, POLU^ENNOGO W 4), I UKAZANNOGO PROIZWEDENIQ;23



6) PRIPISATX CIFRU, POLU^AEMU@ W LEWOJ KOLONKE W 5) SPRAWA K ^ISLU, ZA-PISYWAEMOMU W OTWETE;7) POWTORITX PROCESS, OPISANNYJ W 4) | 6).eSLI PO OKON^ANII WSEH \TIH PROCESSOW O^EREDNAQ RAZNOSTX BUDET RAWNANUL@, TO KORENX IZWLEKSQ TO^NO, ESLI \TA RAZNOSTX NE BUDET RAWNA NUL@, TOK ISHODNOMU ^ISLU PRIPISYWAEM SPRAWA 2k NULEJ (k 2 N ), OTDELIW IH OTNEGO ZAPQTOJ, I RAZBIWAEM \TI NULI PO DWA SLEWA NAPRAWO, STAWIM ZAPQTU@SPRAWA OT ^ISLA, POLU^ENNOGO W OTWETE, I E]E k RAZ POWTORQEM PROCESS,OPISANNYJ W 4) | 6). w REZULXTATE MY POLU^AEM k PERWYH DESQTI^NYHZNAKOW ISKOMOGO KORNQ, ^TO BUDET QWLQTXSQ EGO PRIBLIVENNYM ZNA^ENIEMPO NEDOSTATKU S TO^NOSTX@ 1=10k.eSLI PODKORENNOE ^ISLO WYRAVAETSQ DESQTI^NOJ DROBX@, TO DELENIE NAGRANI PROIZWODITSQ OT ZAPQTOJ DLQ CELOJ ^ASTI WLEWO, DLQ DROBNOJ ^ASTIWPRAWO (PRIMERY: 565; 7548 = 5065; 75048 ; 2138; 639 = 21038; 63090). dLQPOLU^ENIQ TREBUEMOJ TO^NOSTI NADO PRIPISATX SPRAWA NEOBHODIMOE ^ISLOPAR NULEJ (PRIMER: 21038; 63090000000 = 2138; 639). pRIMERY:1) p1014049 = 1071 120 0140 0207 14497 14490 2) p28085076; 00000 = 537; 19:::5 25103 3853 3091067 76767 746910741 207001 10741107429 9959009 96686129039: : : : : : : : : :3) p3081; 64028000 = 19; 535:::1 129 2819 261385 20645 19253903 139283 1170939065 2219005 19532525575: : : : : : : : : : 4) p21050; 17069000 = 46; 374 1686 5506 516923 34173 27699267 648697 64869024



tAKIM OBRAZOM:p11449 = 107, KORENX IZWLEKSQ TO^NO, PROCESS ZAWER[EN;p288576 = 537; 19::: , KORENX IZWLE^EN PRIBLIVENNO S TO^NOSTX@ 1=100,PROCESS MOVET BYTX PRODOLVEN;p381; 6428 = 19; 535::: , KORENX IZWLE^EN PRIBLIVENNO S TO^NOSTX@ 1=1000,PROCESS MOVET BYTX PRODOLVEN;p2150; 1769 = 46; 37, KORENX IZWLEKSQ TO^NO, PROCESS ZAWER[EN.������������������������������������������1:6. sWOJSTWA POKAZATELXNOJ FUNKCII I EE GRAFIKo PONQTII STEPENI S CELYM I RACIONALXNYM POKAZATELEM SM. P. 1:4 I1:5.oPREDELENIE 1. pUSTX a; � | PROIZWOLXNYE DEJSTWITELXNYE ^ISLA, r1I r2 | PROIZWOLXNYE RACIONALXNYE ^ISLA TAKIE, ^TO r1 6 � 6 r2, TOGDA,PRI a > 1, a� def= b, ESLI DLQ L@BYH UKAZANNYH r1; r2 2 Q ar1 6 b 6 ar2 ;PRI 0 < a < 1, a� def= b, ESLI DLQ L@BYH UKAZANNYH r1; r2 2 Qar2 6 b 6 ar1 .eSLI a = 1, TO DLQ L@BOGO � 2 R a� def= 1; ESLI a = 0, TO DLQ L@BOGO� > 0 (TO ESTX � 2 R+) a� def= 0,* 1 8� 6 0 (� 2 R) a� NE OPREDELENO.zAME^ANIE. dLQ SLU^AQ a = 1 \TO OPREDELENIE SOGLASUETSQ S TEM, ^TOESLI DLQ a = 1 PRIMENITX OPREDELENIE a� KAK PRI a > 1, TAK I PRI 0 < a << 1, TO W SILU TOGO, ^TO PRI L@BOM CELOM � O^EWIDNO, ^TO 1� = 1, A PRIL@BOM � 2 Q (� = p=q, GDE p 2 Z; q 2 N; q > 2) 1� = qp1p = 1, POLU^IM,^TO 1� MOVET RAWNQTXSQ TOLXKO 1. dLQ SLU^AQ a = 0 \TO OPREDELENIE SOGLA-SUETSQ S TEM, ^TO ESLI DLQ a = 0 PRIMENITX OPREDELENIE a� PRI 0 < a < 1I r1; r2 > 0, TO W SILU TOGO, ^TO PRI L@BOM NATURALXNOM � O^EWIDNO,^TO 0� = 0, A PRI L@BOM � 2 Q+ (� = p=q, GDE p 2 N; q 2 N; q > 2)0� = qp0p = 0, POLU^IM, ^TO 0� PRI � > 0 MOVET RAWNQTXSQ TOLXKO 0.oPREDELENIE 2. fUNKCIQ WIDA y = ax NAZYWAETSQ POKAZATELXNOJ FUNK-CIEJ, a > 0 | POSTOQNNOE ^ISLO, x | PEREMENNAQ (ARGUMENT).w KURSE MATEMATI^ESKOGO ANALIZA DOKAZYWAETSQ SU]ESTWOWANIE I EDIN-STWENNOSTX ^ISLA b = a� 8a > 0; a 6= 1 I � 2 R.I. oTS@DA I W SOOTETSTWII S ZAME^ANIEM OBLASTX OPREDELENIQ FUNKCIIax PRI a > 0 | L@BOE x 2 R, TO ESTX PROMEVUTOK (�1;+1), A PRI a = 0| TOLXKO L@BOE x > 0 (x 2 R+), TO ESTX PROMEVUTOK (0;+1).II. eSLI a = 1, TO TAK KAK 8x 2 R ax = 1 ) E[ax] = f1g,ESLI a = 0, TO TAK KAK 8x 2 R+ ax = 0 ) E[ax] = f0g.1* tAKOE OPREDELENIE PRIWODITSQ W U^EBNIKAH PO MATEMATI^ESKOMU ANALIZU, cWQZANO\TO S TEM, ^TO PRI L@BOM DEJSTWITELXNOM � > 0 ZNA^ENIQ FUNKCII x� STREMQTSQ KNUL@ PRI STREMLENII SPRAWA K NUL@ ARGUMENTAx, ODNAKO W [KOLXNOMKURSE MATEMATIKISLU^AJ a = 0 NE RASSMATRIWAETSQ. 25



sLEDOWATELXNO, PRI a = 1 ax � g(x), GDE g(x) | LINEJNAQ FUNKCIQ(WIDA a0x + b0; a0 = 0; b0 = 1), W SLU^AE a = 0 SITUACIQ ANALOGI^NAQS TEM OTLI^IEM, ^TO TAM b0 = 0 I OPREDELENA \TA FUNKCIQ TOLXKO NA(0;+1). pO\TOMU SLU^AI a = 1 I a = 0 DOSTATO^NO TRIWIALXNY I PODROBNEERASSMATRIWATXSQ NE BUDUT.* 2pUSTX 0 < a 6= 1.II. w KURSE MATEMATI^ESKOGO ANALIZA DOKAZYWAETSQ, ^TO DLQ L@BOGOb > 0 SU]ESTWUET I EDINSTWENNOE � : a� = b. pO\TOMU IZ OPREDELENIQ 1STEPENI I (SM. NIVE P. VII) OCENKI SNIZU WYTEKAET, ^TO OBLASTX@ IZMENENIQFUNKCII y = ax QWLQETSQ PROMEVUTOK (0;+1).III. iZ II I SOOTWETSTWU@]IH OPREDELENIJ WYTEKAET, ^TO POKAZATELXNAQFUNKCIQ y = ax OGRANI^ENA SNIZU I NE OGRANI^ENA SWERHU NA SWOEJ OBLASTIOPREDELENIQ.IV. maxax I minax NET.mY DOKAVEM OT PROTIWNOGO \TI UTWERVDENIQ:@minx2R ax ; @maxx2R ax:pREDPOLOVIM, ^TO 9x1; x2 2 R : ax1 = "0 > 0; ax2 = M0 > 0 I8x 2 R) ax > "0 > 0; ax 6M0;TOGDA "0 def= minx2R ax; M0 def= maxx2R ax, NO TAK KAK E[ax] = (0;+1), TO, W^ASTNOSTI9~x1 2 R : a~x1 = "02 < "0 �0 < "02 � ; 9~x2 2 R : a~x2 = 2M0 > M0;PRI[LI K PROTIWORE^I@.V. y = ax NE QWLQETSQ ^ETNOJ W SILU STROGOJ MONOTONNOSTI NA (�1;+1)(SM. P. VIII), IZ KOTOROJ WYTEKAET: 8x 6= 0 y(�x) 6= y(x), ONA VE NEQWLQETSQ NE^ETNOJ, TAK KAK PRINIMAET TOLXKO POLOVITELXNYE ZNA^ENIQ,OTKUDA 8x 2 R RAWENSTWO y(�x) = �y(x) NEWOZMOVNO.VI. y = ax NE QWLQETSQ PERIODI^ESKOJ. pREDPOLOVIM, ^TO 9T0 6= 0, ^TO8x 2 R ) ax+T0 = ax. tOGDA W SILU NE OBRA]ENIQ W 0 ZNA^ENIJ POKAZA-TELXNOJ FUNKCII (\TO WYTEKAET IZ REZULXTATOW P. VI) I SWOJSTWA STEPENEJPOLU^AEM ax+T0 = ax , ax � aT0 = ax , aT0 = 1. w SILU STROGOJ MONOTON-NOSTI POKAZATELXNOJ FUNKCII (SM. P. VIII) aT0 = 1 , T0 = 0, PRI[LI KPROTIWORE^I@.2* iGNORIROWANIE MNOGIMI AWTORAMI RASSMOTRENIQ SLU^AEW a = 1 I a = 0 MOGLOPRIWODITX K SERXEZNYM O[IBKAM U^A]IHSQ I ABITURIENTOW, NAPRIMER, PRI RE[ENIIURAWNENIJ TIPA f(x)g(x) = f(x)h(x), KOGDA ILI ZABYWALASX RASSMATRIWATXSQ WOZMOV-NOSTX f(x) = 1, ILI ISKL@^ALASX SITUACIQ, KOGDA PRI f(x) = 0 POLU^ALOSX g(x) > 0 Ih(x) > 0, PRI \TOM WEDX URAWNENIE f(x)g(x) = f(x)h(x) OBRA]ALOSX W WERNOE ^ISLOWOERAWENSTWO. 26



VII. tAK KAK PRI a > 1 (0 < a < 1) I 8r 2 Q ar = a pq = qpap > 0,TO, SLEDOWATELXNO, W ^ASTNOSTI, b = a� > ar > 0, GDE r 6 (>) �; r 2 Q,PO\TOMU NULEJ U POKAZATELXNOJ FUNKCII NET I ax > 0 NA (�1;+1).VIII. wOZRASTANIE FUNKCII y = ax PRI a > 1 I EE UBYWANIE PRI0 < a < 1 SNA^ALA DOKAVEM NA MNOVESTWE RACIONALXNYH ^ISEL, TO ESTX8r1; r2 2 Q : r2 > r1; 8a > 1 (0 < a < 1) ) ar2 > ar1 (ar2 < ar1).fIKSIRUEM PROIZWOLXNYE RACIONALXNYE ^ISLA r2 > r1. w SILU DOKA-ZANNYH SWOJSTW STEPENEJ S RACIONALXNYMI POKAZATELQMIar2 �ar1 = ar1(ar2�r1 �1). tAK KAK ar1 > 0 I r2�r1 > 0, TO DOSTATO^NODOKAZATX, ^TO 8r > 0; r 2 Q; 8 a > 1 (0 < a < 1) ) ar > 1 (0 < ar < 1).pRI DOKAZATELXSTWE \TIH FAKTOW BUDEM ISPOLXZOWATX NEPOSREDSTWENNOWYTEKA@]IE IZ SWOJSTW ^ISLOWYH NERAWENSTW (SM. [1], RAZDEL II, P. 2.1, WO-PROS 3) SLEDU@]IE DWA WSPOMOGATELXNYH UTWERVDENIQ.uTWERVDENIE 1. 8 n 2 N; a 2 R; a > 1 ) an > 1n = 1.uTWERVDENIE 2. 8 n 2 N; a 2 R; 0 < a < 1 ) 0 = 0n < an < 1n = 1.pUSTX r > 0; r 2 Q, TOGDA r = mn ; m; n 2 N; ar = npam.w SILU UTWERVDENIJ 1 I 2 I OPREDELENIQ KORNQ n-OJ STEPENI IZ TOGO, ^TOa > 1 (0 < a < 1) ) am > 1 (0 < am < 1) ) ( npam)n = am > 1(0 < ( npam)n = am < 1) ) ar = npam > 1 (0 < ar = npam < 1).tEM SAMYM WOZRASTANIE (UBYWANIE) FUNKCII y = ax PRI a > 1(0 < a < 1) NA MNOVESTWE RACIONALXNYH ^ISEL DOKAZANO.dLQ DOKAZATELXSTWA SOOTWETSTWU@]IH UTWERVDENIJ NA MNOVESTWE DEJ-STWITELXNYH ^ISEL NAM POTREBUETSQ DOKAZATX E]E ODNO WSPOMOGATELXNOEUTWERVDENIE.uTWERVDENIE 3. 8a; b;2 R : a < b 9x 2 Q TAKOE, ^TO a < x < b.dOKAZATELXSTWO. sLU^AJ a < 0 I b > 0 TRIWIALEN: W KA^ESTWE ^ISLAx MOVNO WZQTX x = 0.pUSTX 0 6 a < b. pREDSTAWIM ^ISLA a I b W WIDE BESKONE^NYHDESQTI^NYH DROBEJ a = a0; a1a2a3:::an::: ; b = b0; b1b2b3:::bn::: .zAME^ANIE. pRI \TOM, NE OGRANI^IWAQ OB]NOSTI, MOVNO S^ITATX, ^TOSREDI RASSMATRIWAEMYH BESKONE^NYH DESQTI^NYH DROBEJ OTSUTSTWU@T DRO-BI S PERIODOM 9.sOGLASNO PRAWILU SRAWNENIQ BESKONE^NYH DESQTI^NYH DROBEJ(SM. STR. 5) TAK KAK 0 6 a < b, TO LIBO a0 < b0, LIBO9 k 2 N : a0 = b0; a1 = b1; ::: ; ak�1 = bk�1; ak < bk.w TO VE WREMQ W SILU ZAME^ANIQ SU]ESTWUET p 2 N : p > k, ^TOap < 9, A POTOMU ^ISLO x = a0; a1a2:::akak+1:::(ap + 1)000:::0::: 2 Q IBUDET UDOWLETWORQTX NERAWENSTWAM a < x < b.27



sLU^AJ a < b 6 0 LEGKO SWODITSQ K TOLXKO ^TO RASSMOTRENNOMU SLEDU-@]IM OBRAZOM: a < b 6 0 , 0 6 �b < �a; , 9 ex 2 Q :�b < ex < �a ) 9 x = �ex 2 Q : a < x < b.uTWERVDENIE 3 POLNOSTX@ DOKAZANO.fIKSIRUEM PROIZWOLXNYE x1 < x2; x1; x2 2 R, TOGDA W SILU UTWERV-DENIQ 3 SU]ESTWUET RACIONALXNOE ^ISLO x TAKOE, ^TO x1 < x < x2, A TAKKAK PRI \TOM x 2 R, TO SU]ESTWUET TAKVE RACIONALXNOE ^ISLO x0 TAKOE,^TO x < x0 < x2. tAKIM OBRAZOM, 8 x1; x2 2 R : x1 < x2 9 x I x0 2 QTAKIE, ^TO x1 < x < x0 < x2.pO OPREDELENI@ ax I DOKAZANNOMU WOZRASTANI@ (UBYWANI@) POKAZATELX-NOJ FUNKCII NA MNOVESTWE RACIONALXNYH ^ISEL PRI a > 1 (0 < a < 1)IMEEM: ax1 6 ax < ax0 6 ax2 ) ax1 < ax2(ax1 > ax > ax0 > ax2 ) ax2 < ax1);^TO I OZNA^AET WOZRASTANIE (UBYWANIE) FUNKCII y = ax NA WSEJ SWOEJ OB-LASTI OPREDELENIQ.IX. fUNKCIQ f(x) = ax STROGO WYPUKLA WNIZ NA WSEJ SWOEJ OBLASTIOPREDELENIQ (NA PROMEVUTKE (�1;+1)) PRI L@BOM 0 < a 6= 1.dOKAZATELXSTWO. fIKSIRUEM PROIZWOLXNYE x1 I x2 2 R; x1 6= x2.sRAWNIM f �x1 + x22 � I f(x1) + f(x2)2 .w SILU STROGOJ MONOTONNOSTI FUNKCII axa x12 6= a x22 , 0 < �a x12 � a x22 �2 :rASKRYWAQ SKOBKI, PRIMENQQ SWOJSTWA ^ISLOWYH NERAWENSTW I SWOJSTWASTEPENEJ, BUDEM IMETX:0 < �a x12 �2 � 2a x12 a x22 + �a x22 �2 , 2a x12 a x22 < �a x12 �2 + �a x22 �2 ,, a x1+x22 < ax1 + ax22 ;TEM SAMYM STROGAQ WYPUKLOSTX WNIZ FUNKCII ax DOKAZANA.X. gRAFIKI: RIS. 1.2 A RIS. 1.2 B28



pRI x! +1; ax ! +1 (ax ! 0 + 0), ESLI a > 1 (0 < a < 1),PRI x!�1; ax ! 0 + 0 (ax ! +1), ESLI a > 1 (0 < a < 1).fORMULIROWOKI SOOTWETSTWU@]IH OPREDELENIJ I DOKAZATELXSTWA BUDUTPRIWEDENY W KURSE MATEMATI^ESKOGO ANALIZA.������������������������������������������1:7. oSNOWNOE LOGARIFMI^ESKOE TOVDESTWO. lOGARIFMY PROIZ-WEDENIQ, STEPENI, ^ASTNOGO. fORMULA PEREHODA K NOWOMU OSNOWA-NI@. dRUGIE SWOJSTWA LOGARIFMOWoPREDELENIE. pUSTX 0 < a 6= 1; b > 0.~ISLO � def= loga b (LOGARIFM ^ISLA b PO OSNOWANI@ ^ISLA a), ESLI a� = b.sU]ESTWOWANIE \TOGO ^ISLA DOKAZYWAETSQ KURSE MATEMATI^ESKOGO ANA-LIZA, EDINSTWENNOSTX SLEDUET IZ STROGOJ MONOTONNOSTI FUNKCII y = axPRI a > 0; a 6= 1 (SM. P. 1:6).w SILU TOGO, ^TO, W ^ASTNOSTI, PRI L@BOM DEJSTWITELXNOM a TAKOM, ^TO0 < a 6= 1 PO OPREDELENI@ a0 = 1 I a1 = a IZ OPREDELENIQ LOGARIFMAWYTEKAET 8a 2 R : 0 < a 6= 1 loga 1 = 0; loga a = 1.pRIWEDEM PROSTYE PRIMERY: log3 9 = 2; log9 13 = �12 ; log2 2p2 = p2.1. aloga b = b | OSNOWNOE LOGARIFMI^ESKOE TOVDESTWO(PRI 0 < a 6= 1; b > 0) 1. SLEDUET IZ OPREDELENIQ LOGARIFMA ;2. loga bc = loga b+ loga c; 0 < a 6= 1; b > 0; c > 0 ;3. loga bc = loga b� loga c; 0 < a 6= 1; b > 0; c > 0 ;4. loga b� = � loga b; 0 < a 6= 1; b > 0; � 2 R ;(2 | 4 - LOGARIFMY PROIZWEDENIQ, ^ASTNOGO, STEPENI)5. FORMULA PEREHODA K DRUGOMU OSNOWANI@:loga b = logc blogc a , W ^ASTNOSTI, PRI c = b loga b = 1logb a0 < a 6= 1; 0 < c 6= 1; b > 0.oTMETIM I DOKAVEM E]E I TAKIE SWOJSTWA LOGARIFMOW6. loga� b = 1� � loga b; 0 < a 6= 1; b > 0; � 2 R; � 6= 0 ;7. loga� b� = �� � loga b; 0 < a 6= 1; b > 0; �; � 2 R; � 6= 0,W ^ASTNOSTI, PRI � = � loga� b� = loga b ;8. alogb c = clogb a; 0 < b 6= 1; a; c > 0.sWOJSTWA 2 | 4 DOKAZYWA@TSQ NA OSNOWE OSNOWNOGO LOGARIFMI^ESKOGOTOVDESTWA 1, UTWERVDENIQ O TOM, ^TO PRI L@BOM DEJSTWITELXNOM a > 0 Ia 6= 1 ax = ay , x = y, WYTEKA@]EM IZ SWOJSTWA STROGOJ MONOTON-NOSTI POKAZATELXNOJ FUNKCII (SM. P. 1:6) I SWOJSTW STEPENEJ29



a�+� = a�a� ; a��� = a� : a�; (a�)� = a��;SPRAWEDLIWYH DLQ L@BYH � I � 2 R (ONI DOKAZYWA@TSQ W KURSE MATEMA-TI^ESKOGO ANALIZA) SLEDU@]IM OBRAZOM:aloga bc = bc = aloga baloga c = aloga b+loga c ) 2: ;aloga b:c = b : c = aloga b : aloga c = aloga b�loga c ) 3: ;aloga b� = b� = (aloga b)� = a�loga b ) 4: ;sWOJSTWO 5 WYTEKAET IZ SWOJSTW 1 I 4 SLEDU@]IM OBRAZOM:loga b � logc a = logc(aloga b) = logc b ) 5:sWOJSTWO 6 WYTEKAET IZ SWOJSTW 5 I 4 SLEDU@]IM OBRAZOM:ESLI b = 1, TO LOGARIFMY, FIGURIRU@]IE W LEWOJ I PRAWOJ ^ASTQH 6:,RAWNY NUL@; ESLI 0 < b 6= 1, TO POSKOLXKU loga b = 0, b = 1, ^TO WYTEKAETIZ STROGOJ MONOTONNOSTI LOGARIFMI^ESKOJ FUNKCII (SM. NIVE P. 1:8), TO,PRIMENQQ SWOJSTWA 4 I 5, POLU^IMloga� b 5:= 1logb a� 4:= 1� � 1logb a 5:= 1� � loga b ) 6:sWOJSTWO 7 WYTEKAET IZ SWOJSTW 4 I 6 SLEDU@]IM OBRAZOM:loga� b� 6:= 1� � loga b� 4:= �� � logb a ) 7:sWOJSTWO 8 WYTEKAET IZ NEZAWISIMOSTI PROIZWEDENIQ DWUH DEJSTWITELXNYH^ISEL OT PORQDKA SOMNOVITELEJ I SWOJSTWA 4 SLEDU@]IM OBRAZOM:logb c � logb a = logb a � logb c 4:, logb alogb c = logb clogb a , alogb c = clogb a ) 8:;POSLEDNIJ PEREHOD , OSU]ESTWLEN W SILU UTWERVDENIQ:8b; x; y 2 R+; b 6= 1 logb x = logb y , x = y;WYTEKA@]EM IZ STROGOJ MONOTONNOSTI LOGARIFMI^ESKOJ FUNKCII(SM. NIVE P. 1:8).pUSTX b < 0; c < 0.~TO MOVNO SKAZATX O SWOJSTWAH 2, 3, 4, A TAKVE 6 I 7 PRI a < 0 ?2: loga bc = loga jbj+ loga jcj ;3: loga bc = loga jbj � loga jcj ;ESLI W 4: � = 2k | ^ETNOE, TO loga b� = � loga jbj, 0 < a 6= 1; b 6= 0 ;ESLI W 6: � = 2k | ^ETNOE, TO loga� b = 1� � logjaj b, a 6= 0; a 6= �1; b > 0 ;ESLI W 7: � = 2k; � = 2p | ^ETNYE, TO loga� b� = �� � logjaj jbj, a 6= 0;a 6= �1; b 6= 0. 30



oTMETIM E]E DWA SWOJSTWA LOGARIFMOW.9. oPREDELENIE ZNAKA LOGARIFMA.eSLI ^ISLO I OSNOWANIE LOGARIFMA LEVAT PO ODNU STORONU OT EDINICY,TO LOGARIFM POLOVITELEN. eSLI PO RAZNYE STORONY, TO LOGARIFM OTRICA-TELEN.dOKAZATELXSTWO. pUSTX WYPOLNQ@TSQ USLOWIQ 0 < a 6= 1; b > 0, TOGDASU]ESTWUET loga b, I PUSTX a > 1, b > 1. zAPI[EM OSNOWNOE LOGARIFMI-^ESKOE TOVDESTWO aloga b = b (SWOJSTWO 1.) eSLI loga b < 0, TO LEWAQ ^ASTXPOSLEDNEGO RAWENSTWA MENX[E EDINICY, A PRAWAQ ^ASTX { BOLX[E EDINICYI RAWENSTWO NEWERNO. eSLI loga b = 0, TO LEWAQ ^ASTX POSLEDNEGO RAWENSTWARAWNA 1, A PRAWAQ ^ASTX { BOLX[E EDINICY, RAWENSTWO NEWOZMOVNO. sLE-DOWATELXNO, loga b > 0. aNALOGI^NO RASSMATRIWA@TSQ OSTALXNYE SLU^AI.sWOJSTWO 9 DOKAZANO.10. sRAWNENIE LOGARIFMOW. lOGARIFMIROWANIE NERAWENSTWA.eSLI OSNOWANIE LOGARIFMA BOLX[E EDINICY, TO BOLX[EMU ^ISLU OTWE-^AET BOLX[IJ LOGARIFM, T.E. ESLI a > 1 I b > c > 0, TO loga b > loga c.eSLI OSNOWANIE LOGARIFMA MENX[E EDINICY, TO BOLX[EMU ^ISLU OTWE^AETMENX[IJ LOGARIFM, T.E. IZ 0 < a < 1 I b > c > 0 SLEDUET loga b < loga c.dOKAZATELXSTWO.wOSPOLXZUEMSQ SWOJSTWOM MONOTONNOSTI POKAZATELXNOJFUNKCII: PRI a > 1 FUNKCIQ ax WOZRASTAET, PRI 0 < a < 1 FUNKCIQ axUBYWAET. rASSMOTRIM SLU^AJ a > 1. iSPOLXZUQ OSNOWNOE LOGARIFMI^ESKOETOVDESTWO I SOOTNO[ENIE MEVDU b I c, POLU^IM aloga b = b > c = aloga c,OTKUDA SLEDUET, ^TO loga b > loga c. sLU^AJ 0 < a < 1 RASSMATRIWAETSQANALOGI^NO. sWOJSTWO 10 DOKAZANO.pO^EMU W OPREDELENII loga b 0 < a 6= 1 I b > 0 ?pOSKOLXKU 8 � 2 R ^ISLO a� OPREDELENO LI[X DLQ a > 0 I a� > 0 ;log1 b NE OPREDELEN PRI L@BOM b 6= 1, TAK KAK 8� 2 R 1� = 1 ) 1� 6= b;log1 1 S^ITAETSQ NE OPREDELENNYM POTOMU, ^TO TAK KAK 1� = 1 PRI L@-BOM � 2 R, TO PO FORMALXNOMU OPREDELENI@ LOGARIFMA log1 1 MOVET BYTXL@BYM DEJSTWITELXNYM ^ISLOM. pO ANALOGI^NOJ PRI^INE NEWOZMOVNO OD-NOZNA^NO OPREDELITX LOGARIFM PO OSNOWANI@ ^ISLA NULX.������������������������������������������1:8. sWOJSTWA LOGARIFMI^ESKOJ FUNKCII I EE GRAFIKoPREDELENIE. fUNKCIQ WIDA y = loga x, GDE 0 < a 6= 1 | POSTOQNNOE ^IS-LO, A x | PEREMENNAQ (ARGUMENT), NAZYWAETSQ LOGARIFMI^ESKOJ FUNKCIEJ.I. D[loga x] = (0;+1), TAK KAK 8x > 0 I 8a : 0 < a 6= 19! y : ay = x, A PO OPREDELENI@ LOGARIFMA y = loga x (SM. P. 1:7).II. E[loga x] = (�1;+1), TAK KAK 8y 2 R ODNOZNA^NO OPREDELENOx = ay , loga x = y:31



III. iZ REZULXTATOW P. II WYTEKAET, ^TO FUNKCIQ loga x (0 < a 6= 1) NEOGRANI^ENA NI SWERHU, NI SNIZU NA SWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ (PROMEVUTKE(0;+1)).IV. maxloga x I minloga x NET.|TO DOKAZYWAETSQ OT PROTIWNOGO NA OSNOWE REZULXTATOW P. II.V. nET ^ETNOSTI I NET NE^ETNOSTI, TAK KAK D[loga x] NE SIMMETRI^NAOTNOSITELXNO NA^ALA KOORDINAT.VI. nET PERIODI^NOSTI, TAK KAK IZ PRIWEDENNOGO OPREDELENIQ PERIODI^-NOSTI FUNKCII WYTEKAET, ^TO U PERIODI^ESKOJ FUNKCII OBLASTX OPREDELE-NIQ NE IMEET OGRANI^ENNOSTI NI SWERHU, NI SNIZU, A U LOGARIFMI^ESKOJFUNKCII ONA OGRANI^ENA SNIZU ^ISLOM 0.VII. loga x = 0 , x = 1, TAK KAK 8a 6= 0, W TOM ^ISLE I 0 < a 6= 1 :a0 = 1.pRI a > 1 loga x > 0 NA (1;+1); loga x < 0 NA (0; 1), \TO WYTEKAETIZ WOZRASTANIQ FUNKCII y = loga x (SM. VIII).pRI 0 < a < 1 loga x < 0 NA (1;+1); loga x > 0 NA (0; 1), \TOWYTEKAET IZ UBYWANIQ FUNKCII y = loga x (SM. VIII).VIII. fUNKCIQ f(x) = loga x WOZRASTAET (UBYWAET) NA WSEJ SWOEJ OBLASTIOPREDELENIQ (NA PROMEVUTKE (0;+1)) ESLI a > 1 (0 < a < 1).dOKAZATELXSTWO. fIKSIRUEM PROIZWOLXNYE x2 > x1 > 0 I POLOVIMy1 = loga x1; y2 = loga x2, TOGDA ay1 = aloga x1 = x1 < x2 = aloga x2 = ay2 .pUSTX a > 1, W SILU WOZRASTANIQ FUNKCII ax SLEDUET y1 < y2(W PROTIWNOM SLU^AE | y1 > y2 MY BY POLU^ILI, ^TO x1 = ay1 > ay2 = x2),SLEDOWATELXNO, loga x1 < loga x2, A POTOMU PRI a > 1 FUNKCIQ y = loga xWOZRASTAET.pUSTX 0 < a < 1 W SILU UBYWANIQ FUNKCII ax SLEDUET y1 > y2(W PROTIWNOM SLU^AE | y1 6 y2 MY BY POLU^ILI, ^TO x1 = ay1 6 ay2 = x2),SLEDOWATELXNO, loga x1 > loga x2, A POTOMU PRI 0 < a < 1 FUNKCIQy = loga x UBYWAET.IX. fUNKCIQ f(x) = loga x STROGO WYPUKLA WWERH (WNIZ) NA WSEJ SWOEJOBLASTI OPREDELENIQ (NA PROMEVUTKE (0;+1)) ESLI a > 1 (0 < a < 1).dOKAZATELXSTWO.fIKSIRUEM PROIZWOLXNYE POLOVITELXNYE DEJSTWITELX-NYE x1 I x2; x1 6= x2, OTKUDA (x1 + x2)=2 > 0, TOGDA(x2 � x1)2 > 0 , x21 � 2x1x2 + x22 > 0 ,, x21 + 2x1x2 + x22 > 4x1x2 , �x1 + x22 �2 > x1x2 :w SILU WOZRASTANIQ (UBYWANIQ) FUNKCII loga x PRI a > 1 (0 < a < 1) IFORMUL LOGARIFMA PROIZWEDENIQ I STEPENI WYTEKAET:32



2 loga x1 + x22 = loga�x1 + x22 �2 > (<)> (<) loga (x1x2) = loga x1 + loga x2; OTKUDAloga x1 + x22 > (<) loga x1 + loga x22 ;^TO I OZNA^AET STROGU@ WYPUKLOSTX WWERH (WNIZ) LOGARIFMI^ESKOJ FUNK-CII S OSNOWANIEM a > 1 (0 < a < 1); ^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX.X. gRAFIKI: RIS. 1.3 A RIS. 1.3 BeSLI a > 1, TO PRI x! +1 (x! 0 + 0) loga x! +1 (loga x!�1),ESLI 0 < a < 1, TO PRI x! +1 (x! 0 + 0) loga x!�1 (loga x! +1).fORMULIROWKI SOOTWETSTWU@]IH OPREDELENIJ I DOKAZATELXSTWA BUDUTPRIWEDENY W KURSE MATEMATI^ESKOGO ANALIZA.������������������������������������������1:9. sWOJSTWA STEPENNOJ FUNKCII S CELYM POKAZATELEM I EEGRAFIKoPREDELENIE. fUNKCIQ WIDA y = f(x) = xn, GDE x 2 R | PEREMENNAQ,n 2 Z | POSTOQNNOE ^ISLO, NAZYWAETSQ STEPENNOJ FUNKCIEJ S CELYM PO-KAZATELEM.n = 1 \TO ^ASTNYJ SLU^AJ LINEJNOJ FUNKCII, A n = 2 | ^ASTNYJ SLU^AJKWADRATI^NOJ FUNKCII. pRI n = 0 8x 6= 0 f(x) = 1; f(0) NE OPREDELENO.a) sLU^AJ n > 3.I. D[xn] = (�1;+1), TAK KAK 8x 2 R ODNOZNA^NO OPREDELENO ^ISLO xn,KAK PROIZWEDENIE n ^ISEL, KAVDOE IZ KOTORYH RAWNO x.II. E[xn] = (�1;+1), ESLI n = 2k � 1; k > 2; k 2 N ,E[xn] = [0;+1), ESLI n = 2k; k > 2; k 2 N .dOKAZATELXSTWO. 8n 2 N; 8y0 > 0 SU]ESTWUET EDINSTWENNOE ^ISLOx0 > 0 : x0 = npy0; x0n = y0. w TO VE WREMQ PRI n = 2k IZ SWOJSTWOPERACII UMNOVENIQ DEJSTWITELXNYH ^ISEL SLEDUET, ^TO 8x 2 R xn == x2k > 0, PRI n = 2k � 1 8 y0 < 0 SU]ESTWUET x0 = � npjy0j : xn0 == x2k�10 = (� npjy0j)n = (�1)2k�1jy0j = �jy0j = y0.33



III. iZ REZULXTATOW P. II I SOOTWETSTWU@]IH OPREDELENIJ WYTEKAET, ^TONA WSEJ EE OBLASTI OPREDELENIQ PRI NE^ETNOM n FUNKCIQ xn NE OGRANI^ENANI SWERHU, NI SNIZU, A PRI ^ETNOM n ONA OGRANI^ENA SNIZU I NE OGRANI^ENASWERHU.IV. eSLI n = 2k, TO SU]ESTWUET minx2R f(x) = f(0) = 0, TAK KAK 8x 2 R :xn > 0, NE SU]ESTWUET maxx2R f(x), ^TO LEGKO DOKAZYWAETSQ OT PROTIWNOGO NAOSNOWE REZULXTATOW P.II; ESLI VE n = 2k�1, TO IZ P.II WYTEKAET OTSUTSTWIENAIBOLX[EGO I NAIMENX[EGO ZNA^ENIJ U FUNKCII xn NA WSEJ EE OBLASTIOPREDELENIQ, ^TO TAKVE DOKAZYWAETSQ OT PROTIWNOGO.V. D[xn] = (�1;+1) SIMMETRI^NA OTNOSITELXNO x0 = 0.eSLI n = 2k, TO 8x 2 R (�x)n = (�1)n � xn = xn, TO ESTX8x 2 R) f(�x) = f(x), SLEDOWATELXNO, FUNKCIQ ^ETNAQ.eSLI VE n = 2k � 1, TO 8x 2 R (�x)n = (�1)n � xn = �xn,TO ESTX 8x 2 R) f(�x) = �f(x), SLEDOWATELXNO, FUNKCIQ NE^ETNAQ.VI. 8n 2 N FUNKCIQ y = xn NE PERIODI^ESKAQ. pREDPOLAGAQ SU]ESTWO-WANIE ^ISLA T 6= 0 TAKOGO, ^TO 8x 2 R ) (x + T )n = xn, POLAGAQ x = 0,POLU^IM, ^TO Tn = 0, A W SILU REZULXTATOW P. VII, BUDET SLEDOWATX, ^TOT = 0, PRI[LI K PROTIWORE^I@.VII. iZ SWOJSTW OPERACII UMNOVENIQ DEJSTWITELXNYH ^ISEL WYTEKAET:ESLI n = 2k, TO f(x) = xn > 0 NA INTERWALAH (�1; 0) I (0;+1), A ESLIn = 2k � 1, TO f(x) = xn > 0 NA INTERWALE (0;+1) I f(x) = xn < 0 NAINTERWALE (�1; 0). tAK KAK 8n 2 N PRI x = 0 ) xn = 0, TO x0 = 0 |EDINSTWENNYJ NULX FUNKCII.VIII. pUSTX x1; x2 | PROIZWOLXNYE IZ DEJSTWITELXNYE ^ISLA, UDOW-LETWORQ@]IE NERAWENSTWAM x2 > x1 > 0, TOGDA 8n 2 N W SILU SWOJSTW^ISLOWYH NERAWENSTW WYTEKAET x2n > x1n, SLEDOWATELXNO, FUNKCIQ y = xnWOZRASTAET NA PROMEVUTKE [0;+1).pUSTX TEPERX x1; x2 | PROIZWOLXNYE IZ DEJSTWITELXNYE ^ISLA, UDOW-LETWORQ@]IE NERAWENSTWAM �x1 < �x2 6 0 () 0 6 x2 < x1.tOGDA PRI n = 2k W SILU ^ETNOSTI FUNKCII I SWOJSTW NERAWENSTW(�x1)n = xn1 > xn2 = (�x2)n, SLEDOWATELXNO, FUNKCIQ y = xn UBYWAETNA PROMEVUTKE (�1; 0],PRI n = 2k�1 W SILU NE^ETNOSTI FUNKCII I SWOJSTW NERAWENSTW (�x1)n == �xn1 < �xn2 = (�x2)n, SLEDOWATELXNO, FUNKCIQ y = xn WOZRASTAETNA PROMEVUTKE (�1; 0]. w SILU EE WOZRASTANIQ I NA PROMEVUTKE [0;+1),ONA BUDET WOZRASTA@]EJ I NA WSEJ OBLASTI OPREDELENIQ (�1;+1), PO-SKOLXKU SLU^AI 0 > x1 < x2 I �x1 < �x2 6 0 UVE RASSMOTRENY, A PRIx1 < 0 < x2 ) x1 < x2; xn1 < 0n = 0 < xn2 ) 8x1; x2 2 R : x1 < x2 )) (x1)n < (x2)n. 34



IX. pRI n > 2 FUNKCIQ xn STROGO WYPUKLA WNIZ NA WSEJ SWOEJ OBLASTIOPREDELENIQ PRI n ^ETNOM; PRI n NE^ETNOM ONA STROGO WYPUKLA WNIZ NAPROMEVUTKE [0;+1) I STROGO WYPUKLA WWERH NA PROMEVUTKE (�1; 0].|TOT FAKT DLQ PROIZWOLXNOGO n > 1 UDAETSQ DOKAZATX S PRIMENENIEM TE-OREM, SWQZANNYM SO ZNAKOM WTOROJ PROIZWODNOJ FUNKCII, SOOTWETSTWU@]IETEOREMY DOKAZYWA@TSQ W KURSE MATEMATI^ESKOGO ANALIZA.X. gRAFIKI FUNKCIJ:RIS. 1.4 A RIS. 1.4 BO(0 ; 0) | TO^KA PERESE^ENIQ GRAFIKA FUNKCII y = xn S OSQMI Ox I Oy.b). sLU^AJ n 6 �1. pOLOVIM n = �m, GDE UVE m 2 N .I. D[xn] = D[x�m] = (�1; 0)[(0;+1), TAK KAK 8x 6= 0 xm 6= 0, A POTOMUxn = x�m = 1xm OPREDELENO, NO PRI x = 0 ) xm = 0, PO\TOMU xn = 1=xmNE OPREDELENO.II. E[xn] = E[x�m] = (0;+1), ESLI n = �2k; k 2 N ; E[xn] = E[x�m] == (�1; 0)[ (0;+1), ESLI n = �(2k�1); k 2 N . |TOT SLU^AJ DOKAZYWAETSQANALOGI^NO SLU^A@ NATURALXNOGO ZNA^ENIQ n, OTMETIM TOLXKO, ^TO TAK KAK8x 6= 0 : 1=xm 6= 0, A POTOMU y0 = 0 =2 E[xn].III. iZ REZULXTATOW P. II SLEDUET NEOGRANI^ENNOSTX FUNKCII xn NI SWER-HU, NI SNIZU WSEJ EE OBLASTI OPREDELENIQ, ODNAKO W SOOTWETSTWII S PRO-MEVUTKAMI ZNAKOPOSTOQNSTWA \TOJ FUNKCII ONA NA PROMEVUTKE (0;+1)OGRANI^ENA SNIZU I NE OGRANI^ENA SWERHU, W SLU^AE ^ETNOGO n ONA TAKVEOGRANI^ENA SNIZU I NE OGRANI^ENA SWERHU NA PROMEVUTKE (�1; 0), W SLU^AENE^ETNOGO n ONA OGRANI^ENA SWERHU I NE OGRANI^ENA SNIZU NA PROMEVUTKE(�1; 0).IV. tAKIM VE OBRAZOM, KAK I W SLU^AE NATURALXNOGO n IZ P. II WYTEKAETNESU]ESTWOWANIE minx2D[f ] f(x) PRI n = �(2k � 1) I maxx2D[f ] f(x) PRI L@BOMn 6 �1. |TO DOKAZYWAETSQ OT PROTIWNOGO.pODROBNEE OSTANOWIMSQ NA DOKAZATELXSTWE NESU]ESTWOWANIQ minx2D[f ] f(x)PRI n = �2k. eSLI PREDPOLOVITX EGO SU]ESTWOWANIE, TO ON BUDET RAWENNEKOTOROMU ^ISLU m0 > 0. a SOGLASNO REZULXTATAM P. II, W ^ASTNOSTI, DLQ^ISLA m0=2 SU]ESTWUET x00 : f(x00) = m0=2 < m0, PRI[LI K PROTIWORE^I@.35



V. D[xn] = D[x�m] = (�1; 0) [ (0;+1) SIMMETRI^NA OTNOSITELXNOx0 = 0.eSLI n = �2k , m = 2k (k 2 N ), TO 8x 2 R (�x)n = 1=(�x)m == 1=(�x)2k = 1=x2k = 1=xm = x�m = xn, TO ESTX 8x 2 R; f(�x) = f(x),SLEDOWATELXNO, FUNKCIQ ^ETNAQ.eSLI VE n = �(2k � 1), m = 2k � 1, TO 8x 2 R (�x)n = 1=(�x)m == 1=(�x)2k�1 = �1=x2k�1 = �1=xm = �x�m = �xn, TO ESTX8x 2 R; f(�x) = �f(x), SLEDOWATELXNO, FUNKCIQ NE^ETNAQ.VI. nEPERIODI^NOSTX FUNKCII WYTEKAET IZ TOGO, ^TO ^ISLOx = 0 62 D[xn] , PO\TOMU, PREDPOLAGAQ NALI^IE PERIODA T 6= 0 U \TOJ FUNK-CII, MY POLU^IM SU]ESTWOWANIE, NAPRIMER, ^ISLA x = �T 2 D[xn] , NO^ISLO x+T = 0 62 D[xn] , TEM SAMYM, POLU^IM PROTIWORE^IE S OPREDELENI-EM PERIODI^ESKOJ FUNKCII.VII. iZ P. II WYTEKAET, ^TO NULEJ FUNKCIQ NE IMEET, A INTERWALY ZNA-KOPOSTOQNSTWA U NEE TAKIE VE (W ZAWISIMOSTI OT ^ETNOSTI ILI NE^ETNOSTIn), ^TO I W SLU^AE NATURALXNOGO POKAZATELQ n.VIII. fUNKCIQ y = xn UBYWAET NA PROMEVUTKE (0;+1) PRI L@BOMn 6 �1, A TAKVE ONA UBYWAET NA PROMEVUTKE (�1; 0) PRI n = �(2k � 1) IWOZRASTAET NA \TOM PROMEVUTKE PRI n = �2k.dLQ DOKAZATELXSTWA FIKSIRUEM PROIZWOLXNYE x2 > x1 > 0, TAK KAK PRI\TOM x2m > x1m > 0, TO W SILU SWOJSTW ^ISLOWYH NERAWENSTWx2n = x2�m = 1xm2 < 1xm1 = x1�m = x1n:dALEE, RASSMATRIWAQ PROIZWOLXNYE ^ISLA, OBOZNA^AEMYE ZA �x1 I �x2,GDE �x1 < �x2 < 0 , 0 < x2 < x1, SOWER[ENNO ANALOGI^NO SLU^A@ NATU-RALXNOGO POKAZATELQ n NA OSNOWE ^ETNOSTI (NE^ETNOSTI) FUNKCII y = xn ISWOJSTW ^ISLOWYH NERAWENSTW DOKAZYWAETSQ, ^TO (�x1)n = (x1)n < (x2)n == (�x2)n, TO ESTX (�x1)n < (�x2)n PRI n = �2k ((�x1)n = �(x1)x >> �(x2)n = (�x2)n, TO ESTX (�x1)n > (�x2)n PRI n = �(2k � 1)), STALOBYTX, FUNKCIQ y = xn WOZRASTAET (UBYWAET) NA PROMEVUTKE (�1; 0).zAME^ANIE. nEOBHODIMO OTMETITX, ^TO PRI n = �(2k � 1) UBYWANIQFUNKCII y = xn NA OB_EDINENII PROMEVUTKOW (�1; 0)[ (0;+1) NET!eSLI, K PRIMERU, x2 > 0 > x1 ) x2 > x1, TO TAKVE I x2n > 0 > x1n, TO ESTXx2n > x1n.IX. fUNKCIQ xn STROGO WYPUKLA WNIZ NA PROMEVUTKE (0;+1) PRI L@BOMCELOM n 6 �1, PRI ^ETNOM OTRICATELXNOM n ONA TAKVE STROGO WYPUKLAWNIZ NA PROMEVUTKE (�1; 0), A PRI NE^ETNOM OTRICATELXNOM n | STROGOWYPUKLA WWERH NA \TOM PROMEVUTKE.|TI FAKTY BUDUT USTANOWLENY NIVE, W P. 1:10.36



X. gRAFIKI FUNKCIJ:RIS. 1.4 W RIS. 1.4 GoTMETIM E]E, ^TO TAK KAK ^ISLO 0 NE PRINADLEVIT NI K OBLASTI OPREDE-LENIQ, NI K OBLASTI ZNA^ENIJ FUNKCII y = xn W RASSMATRIWAEMOM SLU^AE,GRAFIKI \TIH FUNKCIJ NE IME@T TO^EK PERESE^ENIQ S OSQMI KOORDINAT.pRI n 6 �1 MOVNO OBRATITX WNIMANIE NA POWEDENIE FUNKCII PRIx ! 0 � 0 I x ! �1. eSLI n = �2k, TO SOOTWETSTWENNO f(x) ! +1 If(x)! 0 + 0. eSLI n = �(2k � 1), TO SOOTWETSTWENNO f(x)!�1 If(x)! 0�0. zNANIJ FORMULIROWOK SOOTWETSTWU@]IH OPREDELENIJ I DOKA-ZATELXSTW NE TREBUETSQ.zAME^ANIE. w U^EBNOJ LITERATURE PO OPREDELENI@ KRIWYE, QWLQ@]IESQGRAFIKAMI FUNKCIJ y = xn PRI n = 2 I n = �1, NAZYWA@TSQ SOOTWETSTWEN-NO PARABOLOJ I GIPERBOLOJ.������������������������������������������dOPOLNITELXNYJ MATERIAL K RAZDELU "aLGEBRA"mATERIAL \TOGO DOPOLNENIQ ZNATX WESXMA POLEZNO I WAVNO, POSKOLXKU ONDOWOLXNO ^ASTO ISPOLXZUETSQ PRI RE[ENII ZADA^. zNAKOMSTWO S NIM POLEZNOPERED BOLEE PODROBNYM EGO IZU^ENIEM W KURSE MATEMATI^ESKOGO ANALIZA.rE^X POJDET O PONQTII SLOVNOJ FUNKCII, PROILL@STRIROWANNOGO RAZ-LI^NYMI PRIMERAMI.oPREDELENIE SLOVNOJ FUNKCII. pUSTX FUNKCIQ y = f(x) OPREDELENA NANEKOTOROM MNOVESTWE X, KOTOROE (ILI, BYTX MOVET, ^ASTX EGO) QWLQETSQOBLASTX@ IZMENENIQ FUNKCII x = '(t), OPREDELENNOJ NA MNOVESTWE T . tOG-DA GOWORQT, ^TO NA MNOVESTWE T OPREDELENA SLOVNAQ FUNKCIQ y = f('(t)),QWLQ@]AQSQ SUPERPOZICIEJ DWUH FUNKCIJ y = f(x) I x = '(t), x S^ITA@TPROMEVUTO^NYM ARGUMENTOM \TOJ SLOVNOJ FUNKCII.oTMETIM, ^TO ANALOGI^NO MOVNO WWESTI OPREDELENIE SLOVNOJ FUNK-CII, QWLQ@]EJSQ SUPERPOZICIEJ PROIZWOLXNOGO KONE^NOGO KOLI^ESTWA n(GDE n 2 N; n > 2) FUNKCIJ y = fn(fn�1(fn�2(:::(f2(f1(x))):::))), GDE x| NEZAWISIMAQ PEREMENNAQ, PRINIMA@]AQ ZNA^ENIQ IZ MNOVESTWA X |OBLASTI OPREDELENIQ KAK FUNKCII y1 = f1(x), TAK I WSEJ SLOVNOJ FUNKCIIy = fn(fn�1(fn�2(:::(f2(f1(x))):::))). 37



dLQ UDOBSTWA BUDEM S^ITATX, ^TO OBLASTX IZMENENIQ Ei FUNKCII yi == fi(yi�1) ESTX OBLASTX OPREDELENIQ Di+1 SLEDU@]EJ FUNKCII yi+1 == fi+1(yi), GDE i = 1; 2; ::: ; n � 1; y0 = x; yn = y, yi (i = 1; 2; ::: ; n� 1)| PROMEVUTO^NYE ARGUMENTY \TOJ SLOVNOJ FUNKCII.pRIMERY: 10. y = f('(t)) = sin t2, SUPERPOZICIQ DWUH FUNKCIJ, ZDESXy = f(x) = sinx; x = '(t) = t2, x | PROMEVUTO^NYJ ARGUMENT;20. y = f(g('(t))) = ecospt, SUPERPOZICIQ TREH FUNKCIJ, ZDESXy = f(u) = eu; u = g(x) = cosx; x = '(t) = pt, x; u | PROMEVUTO^NYEARGUMENTY.30. y = log2�arcsin� x2x4 + 1��, SUPERPOZICIQ FUNKCIJ y = f(u) == log2 u; u = g(v) = arcsin v; v = '(x) = x2x4 + 1, ZDESX u; v | PROMEVU-TO^NYE ARGUMENTY. ~ITATELQM PREDLAGAETSQ SAMOSTOQTELXNO ISSLEDOWATXOBLASTI OPREDELENIQ I ZNA^ENIJ WSEH FUNKCIJ, SOSTAWLQ@]IH DANNU@ SU-PERPOZICI@, W TOM ^ISLE I OBLASTX IZMENENIQ FUNKCII y = f(u(v(x))) == f(g('(x))).zAME^ANIE. oTMETIM, ^TO W PRIMERE 10 x > 0, HOTQ FUNKCIQ y = sinxOPREDELENA DLQ WSEH x 2 R (\TIM I OB_QSNQETSQ OGOWORKA W SKOBKAH "BYTXMOVET, ^ASTX EGO"); W PRIMERE 20 D[x] = [0;+1) I E[x] = [0;+1) I HO-TQ D[g] = D[cos] = (�1;+1) MOVNO W DANNOJ SITUACII RASSMATRIWATXFUNKCI@ KOSINUS, OPREDELENNU@ LI[X NA PROMEVUTKE [0;+1). pOSLEDNEEOBSTOQTELXSTWO I OB_QSNQET TO "UDOBSTWO", O KOTOROM GOWORILOSX W OPREDE-LENII SUPERPOZICII n FUNKCIJ. oTMETIM TAKVE, ^TO W PRIMERE 30 FUNKCIQv = '(x) ESTX REZULXTAT WYPOLNENIQ ARIFMETI^ESKIH DEJSTWIJ NAD PERE-MENNOJ x (WOZWEDENIQ W KWADRAT I ^ETWERTU@ STEPENX, TO ESTX | UMNOVE-NIQ, SLOVENIQ x4 + 1 I DELENIQ), PRI \TOM MOVNO FUNKCI@ v = '(x) PRED-STAWITX W WIDE SUPERPOZICII FUNKCIJ: w = h(x) = x2 I v = '(w) = ww2 + 1,TO ESTX v = '(h(x)). tAKIM OBRAZOM, KOLI^ESTWO FUNKCIJ, SOSTAWLQ@]IHSUPERPOZICI@, NE QWLQETSQ, WOOB]E GOWORQ, ODNOZNA^NYM.������������������������������������������dALEE, RASSMOTRIM WOPROS O SWOJSTWAH STEPENNOJ FUNKCII S PROIZWOLX-NYM DEJSTWITELXNYM POKAZATELEM (S \TIMI SWOJSTWAMI POLEZNO POZNAKO-MITXSQ PERED IZU^ENIEM \TOGO WOPROSA W KURSE MATEMATI^ESKOGO ANALIZA)I GRAFIKE DROBNO-LINEJNOJ FUNKCII.1:10. sWOJSTWA STEPENNOJ FUNKCII S DEJSTWITELXNYM POKAZATELEMI EE GRAFIKoPREDELENIE. fUNKCIQ WIDA y = f(x) = x�, GDE x 2 R | PEREMENNAQ,� 2 R | POSTOQNNOE ^ISLO, NAZYWAETSQ STEPENNOJ FUNKCIEJ S DEJSTWI-TELXNYM POKAZATELEM. 38



wY[E BYLI RASSMOTRENY ^ASTNYE SLU^AI \TOJ FUNKCII PRI � = n 2 Z�I � = n 2 Z+, GOWORILOSX I O SLU^AE � = n = 0. pREVDE WSEGO MY OTMETIM,^TO PRI L@BOM DEJSTWITELXNOM x > 0 WYRAVENIE x� MOVNO S POMO]X@OSNOWNOGO LOGARIFMI^ESKOGO TOVDESTWA, FIKSIRUQ PROIZWOLXNOE DEJSTWI-TELXNOE ^ISLO a TAKOE, ^TO 0 < a 6= 1, PREDSTAWITX W WIDE x� = aloga x� == a� loga x. sLEDOWATELXNO, NA OSNOWE SWOJSTW IZU^ENNYH WY[E POKAZATELX-NOJ I LOGARIFMI^ESKOJ FUNKCIJ NA PROMEVUTKE (0;+1) MOVNO S^ITATXOPREDELENNOJ FUNKCI@ y = x� = aloga x� = a� loga x, TEM SAMYM RASSMAT-RIWAQ EE KAK SUPERPOZICI@ TREH FUNKCIJ: y = au; u = �v; v = loga x(TO ESTX SOOTWETSTWENNO | POKAZATELXNOJ, LINEJNOJ I LOGARIFMI^ESKOJ).tAKIM OBRAZOM, NA PROMEVUTKE (0;+1) PRI L@BOM FIKSIROWANNOM � 2 RMOVNO S^ITATX OPREDELENNOJ FUNKCI@ y = x�.pARALLELXNO BUDUT RASSMATRIWATXSQ SLU^AI � > 0 I � < 0, KOTORYE WSWO@ O^EREDX SLEDUET RAZBITX NA PODSLU^AI:A) � 2 RnQ (TO ESTX � IRRACIONALXNOE ^ISLO); � 2 Q, TO ESTX � = pq , GDEB) p = 2m � 1; q = 2n; p = �(2m � 1); q = 2n ;W) p = 2m; q = 2n� 1; p = �2m; q = 2n� 1 ;G) p = 2m � 1; q = 2n� 1; p = �(2m � 1); q = 2n� 1 ;WEZDE m I n FIKSIROWANNYE NATURALXNYE ^ISLA, PRI^EM nod (jpj; q) = 1.wY[E, W KONCE IZLOVENIQ WOPROSOW O SWOJSTWAH POKAZATELXNOJ I LOGA-RIFMI^ESKOJ FUNKCIJ OTME^ALOSX (BEZ DOKAZATELXSTWA) IH POWEDENIE NAGRANICAH OBLASTI OPREDELENIQ, TO ESTX POWEDENIQ PRI x ! +1; x ! �1I x ! 0 + 0 (STREMLENIE K NUL@ SPRAWA, TO ESTX OSTAWAQSX BOLX[E NULQ).fIKSIRUEM (DLQ OPREDELENNOcTI) PROIZWOLXNOE ZNA^ENIE a > 1, PREDSTA-WIM NA PROMEVUTKE (0;+1) x� W WIDE x� = a� loga x, TOGDA TAK KAK PRIx! +1 loga x! +1, TO PRI � > 0(< 0) � loga x! +1(�1), A POTOMUx� = a� loga x ! +1 (0 + 0); PRI x! 0 + 0 loga x!�1, TOGDA PRI � >> 0(< 0) � loga x!�1(+1), A POTOMU x� = a� loga x ! 0+0 (+1) (TO^NOTAKIE VE REZULXTATY POLU^A@TSQ, ESLI RASSMATRIWATX SLU^AJ 0 < a < 1).sLEDOWATELXNO, MY MOVEM PRI � > 0 ESTESTWENNYM OBRAZOM DOOPREDELITXFUNKCI@ y = x� I PRI x = 0, POLAGAQ 8� 2 R+ : 0� = 0. pRI � < 0 MYBUDEM S^ITATX FUNKCI@ y = x� PRI x = 0 NE OPREDELENNOJ.pOSKOLXKU PRI 8� 2 R nQ (SLU^AJ A)) I 8x 2 R� WYRAVENIE x�NA MNOVESTWE R NE OPREDELENO (TO ESTX x� =2 R), A PRI � 2 Q (SLU^AJ B))x� = qpxp TAKVE PRI x 2 R� NA MNOVESTWE R NE OPREDELENO (PRI x < 0xp < 0, A q = 2n | ^ETNOE ^ISLO), POLU^AEM W SLU^AQH A) I B)I. D[x�] = [0;+1) ((0;+1)) PRI � > 0 (� < 0).II. E[x�] = [0;+1) ((0;+1)) PRI � > 0 (� < 0).|TOT FAKT SLEDUET IZ SLEDU@]IH RASSUVDENIJ: FIKSIRUEM PROIZWOLX-39



NOE y0 2 R+, TO ESTX y0 > 0, TOGDA PREDSTAWLQQ x� W WIDE x� = a� loga x(0 < a 6= 1), POLU^AEM, ISHODQ IZ PP. II ISSLEDOWANIJ POKAZATELXNOJ, LI-NEJNOJ I LOGARIFMI^ESKOJ FUNKCIJ, 9! u0 2 R : au0 = y0 ; 9! v0 2 R :�v0 = u0 (v0 = u0=�) ; 9! x0 2 R+ (x0 > 0) : loga x0 = v0 (x0 = av0), TAKIMOBRAZOM, 8y0 2 R+ 9! x0 2 R+ : x�0 = a� loga x0 = a�v0 = au0 = y0, PRI \TOM8x 2 R+ x� = a� loga x > 0, TAK KAK E[ax] = (0;+1), W TO VE WREMQ TAKKAK PRI � > 0 0� = 0, OKON^ATELXNO POLU^AEM SPRAWEDLIWOSTX REZULXTA-TA OB OBLASTI ZNA^ENIJ STEPENNOJ FUNKCII PRI RASSMOTRENNYH SLU^AQH EEPOKAZATELQ.III.sOOTWETSTWU@]IE OGRANI^ENNOSTI I NEOGRANI^ENNOSTI FUNKCII WY-TEKA@T IZ REZULXTATOW P. II I IV.IV. maxx� NET PRI 8� 2 R n f0g; minx� NET PRI 8� 2 R�,A PRI 8� 2 R+ minx� = 0� = 0.w SLU^AE OTSUTSTWIQ NAIBOLX[EGO I NAIMENX[EGO ZNA^ENIJ (TO ESTXPRI � < 0 I OTSUTSTWIQ NAIBOLX[EGO ZNA^ENIQ PRI � > 0) DOKAZATELXSTWOPROWODITSQ W POLNOJ ANALOGII, KAK I W SLU^AE POKAZATELXNOJ FUNKCIIy = ax PRI 0 < a 6= 1, SU]ESTWOWANIE NAIMENX[EGO ZNA^ENIQ FUNKCIIPRI � > 0 SLEDUET IZ EGO OPREDELENIQ I NESU]ESTWOWANIQ OTRICATELXNYHZNA^ENIJ \TOJ FUNKCII, USTANOWLENNYH W P. II.V. fUNKCIQ x� NE QWLQETSQ ^ETNOJ I NE QWLQETSQ NE^ETNOJ.|TOT FAKT WYTEKAET NE SIMMETRI^NOSTI D[x�] OTNOSITELXNO x0 = 0.VI. fUNKCIQ x� NE QWLQETSQ PERIODI^ESKOJ.|TOT FAKT WYTEKAET IZ TOGO, ^TO D[x�] QWLQETSQ OGRANI^ENNOJ SNIZU^ISLOM 0, A W PRIWEDENNOM OPREDELENII PERIODI^ESKOJ FUNKCII PREDPOLA-GAETSQ NEOGRANI^ENNOSTX S OBEIH STORON (SWERHU I SNIZU) EE OBLASTI OPRE-DELENIQ, A TAKVE | IZ EE STROGOJ MONOTONNOSTI (SM. NIVE P. VIII).VII. fUNKCIQ x� NE IMEET NULEJ PRI L@BOM � < 0 I IMEET EDINSTWENNYJNULX x0 = 0 PRI L@BOM � > 0 ; x� > 0 WS@DU NA (0;+1) PRI L@BOM � 6= 0.|TI FAKTY SLEDU@T IZ REZULXTATOW P. II.VIII. fUNKCIQ x� WOZRASTAET NA [0;+1) PRI L@BOM � > 0 I UBYWAET NA(0;+1) PRI L@BOM � < 0.dLQ DOKAZATELXSTWA FIKSIRUEM PROIZWOLXNYE DEJSTWITELXNYE 0 < x1 << x2, TOGDA, SNOWA PREDSTAWLQQ NA PROMEVUTKE (0;+1) x� W WIDE a� loga xPRI a > 1, W SILU WOZRASTANIQ FUNKCIJ ax I loga x, A TAKVE | SWOJSTWA4 ^ISLOWYH NERAWENSTW (SM. [1], RAZDEL II, P. 2.1, WOPROS 3) POLU^AEM, ^TOv1 = loga x1 < loga x2 = v2 , u1 = � loga x1 < (>)� loga x2 = u2 PRI� > 0(< 0). sLEDOWATELXNO, x�1 = y1 = au1 < (>)au2 = y2 = x�2 , TO ESTX x�WOZRASTAET (UBYWAET) NA (0;+1) PRI � > (<)0. tAK KAK 8n 2 R+ x� > 0,40



TO W SLU^AE � > 0, POLAGAQ 0 = x1 < x2, POLU^AEM 0 = x�1 < x�2 .IX. fUNKCIQ x� STROGO WYPUKLA WNIZ NA PROMEVUTKE [0;+1) PRI � > 1I PRI � < 0, ONA STROGO WYPUKLA WWERH NA \TOM PROMEVUTKE PRI 0 < � < 1.|TI FAKTY DLQ � > 0 UDAETSQ DOKAZATX S PRIMENENIEM TEOREM, SWQZAN-NYM SO ZNAKOM WTOROJ PROIZWODNOJ FUNKCII. sOOTWETSTWU@]IE TEOREMYDOKAZYWA@TSQ W KURSE MATEMATI^ESKOGO ANALIZA.dLQ � < 0 DOKAZATELXSTWO MOVNO PROWESTI METODAMI \LEMENTARNOJ MA-TEMATIKI, OPIRAQSX NA STROGU@ WYPUKLOSTX POKAZATELXNOJ I LOGARIFMI-^ESKOJ FUNKCIJ. fIKSIRUEM PROIZWOLXNYE POLOVITELXNYE DEJSTWITELX-NYE x1 I x2, x1 6= x2 , OTKUDA (x1 + x2)=2 > 0 , TOGDA W SILU STROGOJWYPUKLOSTI WWERH FUNKCII loga x; STROGOJ WYPUKLOSTI WNIZ I WOZRASTANIQFUNKCII ax PRI a > 1, OTRICATELXNOSTI n, OSNOWNOGO LOGARIFMI^ESKOGOTOVDESTWA I FORMULY LOGARIFMA STEPENI BUDEM IMETXloga x1 + x22 > loga x1 + loga x22 ) � loga x1 + x22 < � loga x1 + loga x22 ;OTKUDA�x1 + x22 �� = aloga ( x1+x22 )� = a� loga x1+x22 < a� loga x1+loga x22 << a� loga x1 + a� loga x22 = x�1 + x�22 ) �x1 + x22 �� < x�1 + x�22 .X. gRAFIKI FUNKCIJ: SLU^AI A) I B)RIS. 1.4 D RIS. 1.4 E RIS. 1.4 VO(0 ; 0) - TO^KA PERESE^ENIQ GRAFIKA FUNKCII y = x� S OSQMI Ox I Oy(W SLU^AQH � > 0). o POWEDENII \TIH FUNKCIJ NA GRANICAH OBLASTEJ OPRE-DELENIQ (W SLU^AQH � < 0) SKAZANO WY[E.pEREHODIM K RASSMOTRENI@ SLU^AEW W) I G).w SLU^AE W) 8x 6= 0) (�x)p = xp = jxjp > 0 p = 2m, ESLI � > 0 Ip = �2m, ESLI � < 0,A W SLU^AE G) 8x 6= 0) (�x)p = �xp (PRI x > 0 � x < 0 I (�x)p = �xp == �jxjp, A PRI x < 0 � x > 0 I (�x)p = j � xjp = jxjp = �xp , xp = �jxjp),p = 2m � 1, ESLI � > 0 I p = �(2m � 1), ESLI � < 0.41



eSLI DOOPREDELITX FUNKCII x� W RASSMATRIWAEMYH SLU^AQH POKAZATELQ� NA WSE OTRICATELXNYE ZNA^ENIQ x PO PRAWILAM: x� = jxj� W SLU^AE W)I x� = �jxj� W SLU^AE G) (SM., NAPRIMER, U^EBNIK [20]), MY ESTESTWENNYMOBRAZOM POLU^IM, ^TO W SLU^AE W) 8x 6= 0) qp(�x)p = qpxp = qpjxjp == jxjp=q > 0, PO\TOMU WNE ZAWISIMOSTI OT ZNAKA x S^ITAEM (�x)p=q def== qp(�x)p I xp=q def= qpxp, TOGDA KAK RAZ I POLU^ATSQ RAWENSTWA (�x)p=q == xp=q = jxjp=q, A W SLU^AE G) S U^ETOM NE^ETNOSTI ^ISLA q (q = 2n� 1)8x > 0 (�x < 0)) qp(�x)p = qp�xp = � qpxp = � qpjxjp = �jxjp=q, PO\TOMUESLI S^ITATX (�x)p=q def= qp(�x)p, TO KAK RAZ I POLU^AEM (�x)p=q == �jxjp=q = �j(�x)jp=q , A 8x < 0 (�x > 0; x = �jxj)) qpxp = qp�jxjp == � qpjxjp = �jxjp=q, PO\TOMU ESLI S^ITATX xp=q def= qpxp, TO KAK RAZ IPOLU^AEM xp=q = �jxjp=q.zAME^ANIE. w SLU^AE � > 0 RAWENSTWA x� = jxj� W SLU^AE W) I x� = �jxj�W SLU^AE G) O^EWIDNYM OBRAZOM SPRAWEDLIWY I DLQ x = 0.pEREHODIM K FORMULIROWKAM I OBOSNOWANIQM SWOJSTW FUNKCII y = x�W SLU^AQH W) I G).sOGLASNO PROWEDENNOMU DOOPREDELENI@ STEPENNOJ FUNKCII DLQ UKAZAN-NYH W RASSMATRIWAEMYH SLU^AQH ZNA^ENIJ POKAZATELQ � POLU^AEM:I. D[x�] = (�1;+1) ((�1; 0) [ (0;+1)) PRI � > 0 (� < 0).II. E[x�] = [0;+1) ((0;+1)) PRI � > 0 (� < 0) W SLU^AE W) ;E[x�] = (�1;+1) ((�1; 0) [ (0;+1)) PRI � > 0 (� < 0) W SLU^AE G).dOKAZATELXSTWA. w SLU^AE W) WSE DOSLOWNO POWTORQETSQ TAK, KAK \TO PRO-WODILOSX DLQ SLU^AEW A) I B), TAK KAK PRI \TOM 8x 2 R� x� = jxj� > 0, TODLQ SLU^AQ W) WSE DOKAZANO. w SLU^AE G) DLQ SLU^AQ PROIZWOLXNOGO y0 > 0DOKAZYWAETSQ SU]ESTWOWANIE EDINSTWENNOGO x0 > 0 TAKOGO, ^TO x�0 = y0 WTO^NOSTI TAK VE, KAK I DLQ SLU^AEW A) I B). tAKIM VE OBRAZOM POKAZYWA-ETSQ, ^TO PRI � > 0 SU]ESTWUET EDINSTWENNOE x0 = 0 TAKOE, ^TO x�0 = 0.fIKSIRUEM TEPERX PROIZWOLXNOE �y0 < 0, TOGDA y0 > 0, TAK KAK W SLU^AE G)8x 2 R� x� = �jxj� < 0, TO DLQ �y0 NAJDETSQ EDINSTWENNOE �x0 < 0 (x0 >> 0) TAKOE, ^TO x�0 = y0, A TOGDA (�x0)� = �j�x0j� = �jx0j� = �x�0 = �y0.III. iZ REZULXTATOW P. II I P. IV WYTEKA@T OGRANI^ENNOSTX I NEOGRANI-^ENNOSTX FUNKCII NA SOOTWETSTWU@]IH PROMEVUTKAH.IV. w SLU^AE W) maxx� NET, minx� NET PRI � 2 R�, A PRI � 2 R+minx� = 0� = 0.w SLU^AE G) maxx� I minx� NET PRI � 2 R+, PRI � 2 R� maxx� Iminx� NET NI NA (0;+1), NI NA (�1; 0).dOKAZATELXSTWO DLQ SLU^AQ W) PROWODITSQ PO TOJ VE SHEME, ^TO I W SLU-^AQH A) I B) (S U^ETOM TOLXKO TOGO, ^TO 8x 2 R� x� > 0). w SLU^AE G) DLQ42



� > 0 WSE WYTEKAET IZ OBLASTI ZNA^ENIJ FUNKCII (PROMEVUTOK (�1;+1)),A DLQ � < 0 WSE DOKAZATELXSTWA PROWODQTSQ PO TOJ VE SHEME, ^TO I W SLU^A-QH A) I B) NA PROMEVUTKE (0;+1) (^ITATELQM PREDLAGAETSQ \TO PROWESTI WKA^ESTWE UPRAVNENIQ).V. fUNKCIQ x� QWLQETSQ ^ETNOJ W SLU^AE W) I QWLQETSQ NE^ETNOJ W SLU^AEG). |TI FAKTY WYTEKA@T IZ TOGO, ^TO D[x�] QWLQETSQ SIMMETRI^NOJ OTNO-SITELXNO x0 = 0 I W SLU^AE W) 8x 2 D[x�] SLEDUET RAWENSTWO (�x)� == j � xj� = x� = x�, A W SLU^AE G) IZ PROWEDENNYH WY[E, PERED ZAME^A-NIEM RASSUVDENIJ KAK RAZ I WYTEKAET, ^TO 8x 2 D[x�] SLEDUET RAWENSTWO(�x)� = �x�.VI. fUNKCIQ x� NE QWLQETSQ PERIODI^ESKOJ.|TOT FAKT LEGKO DOKAZYWAETSQ OT PROTIWNOGO: PREDPOLAGAQ SU]ESTWO-WANIE PERIODA T 6= 0, MY W SLU^AE � < 0 POLU^AEM, ^TO x = T 2 D[x�], Ax � T = 0 =2 D[x�], TEM SAMYM, NARU[AETSQ PERWOE USLOWIE W OPREDELENIIPERIODI^NOSTI; W SLU^AE � > 0 0� = 0, A (0 + T )� = T� 6= 0, TEM SAMYMNARU[AETSQ WTOROE USLOWIE W OPREDELENII PERIODI^NOSTI.VII. fUNKCIQ x� NE IMEET NULEJ PRI L@BOM � < 0 I IMEET EDINSTWENNYJNULX x0 = 0 PRI L@BOM � > 0 ; x� > 0 WS@DU NA (�1; 0)[ (0;+1) W SLU^AEW) I x� > 0(< 0) WS@DU NA (0;+1) ((�1; 0)) W SLU^AE G).|TI FAKTY SLEDU@T IZ REZULXTATOW P. II, A TAKVE IZ OPREDELENIJ FUNK-CIJ x� DLQ x < 0 W RASSMATRIWAEMYH SLU^AQH.VIII. w SLU^AE W) FUNKCIQ x� WOZRASTAET NA [0;+1) I UBYWAET NA (�1; 0]PRI � > 0; WOZRASTAET NA (�1; 0) I UBYWAET NA (0;+1) PRI � < 0.w SLU^AE G) FUNKCIQ x� WOZRASTAET NA (�1;+1) PRI � > 0; UBYWAETNA (�1; 0) I UBYWAET NA (0;+1) PRI � < 0.dOKAZATELXSTWA DLQ SLU^AQ PROMEVUTKOW [0;+1) ILI (0;+1) PROWODQT-SQ TO^NO TAK VE, KAK I DLQ SLU^AEW A) I B), A DLQ PROMEVUTKOW (�1; 0] ILI(�1; 0) TAK VE, KAK WY[E, W SLU^AE CELYH POKAZATELEJ, PRIMENQQ SWOJSTWA^ETNOSTI ILI NE^ETNOSTI FUNKCII.zAME^ANIE. sLEDUET OBRATITX WNIMANIE NA TO, ^TO W SLU^AE G) UBYWANIQFUNKCII y = x� NA OB_EDINENII PROMEVUTKOW (�1; 0)[ (0;+1) NET!IX. oTNOSITELXNO WYPUKLOSTI FUNKCII x� NA PROMEVUTKAH [0;+1) I(0;+1) REZULXTATY ANALOGI^NY REZULXTATAM RASSMOTRENNYH WY[E SLU^A-EW A) I B). dLQ PROMEVUTKOW (�1; 0] I (�1; 0) W SLU^AE ^ETNOSTI FUNK-CII NAPRAWLENIQ WYPUKLOSTI TAKIE VE, KAK DLQ PROMEVUTKOW [0;+1) I(0;+1), A W SLU^AE NE^ETNOSTI FUNKCII NAPRAWLENIQ WYPUKLOSTI MENQ@T-SQ NA PROTIWOPOLOVNYE (STROGAQ WYPUKLOSTX WNIZ ZAMENQETSQ NA STROGU@WYPUKLOSTX WWERH). 43



dOKAZATELXSTWO \TIH FAKTOW PREDOSTAWLQETSQ ^ITATELQM.X. gRAFIKI FUNKCIJ: SLU^AI W)RIS. 1.4 Z RIS. 1.4 I RIS. 1.4 KO(0 ; 0) - TO^KA PERESE^ENIQ GRAFIKA FUNKCII y = x� S OSQMI Ox I Oy (WSLU^AQH � > 0). o POWEDENII \TIH FUNKCIJ NA GRANICAH OBLASTEJ OPREDELE-NIQ W SLU^AQH � < 0 (PRI x! 0+0 I PRI x! +1) SKAZANO WY[E. oTMETIM,^TO W SILU ^ETNOSTI FUNKCIJ W SLU^AQH W) PRI � < 0 ESLI x ! �1, TOx� ! 0+0, A ESLI x! 0�0 (TO ESTX OSTAWAQSX MENX[E NULQ), TO x� ! +1.X. gRAFIKI FUNKCIJ: SLU^AI G)RIS. 1.4 L RIS. 1.4 M RIS. 1.4 NO(0 ; 0) - TO^KA PERESE^ENIQ GRAFIKA FUNKCII y = x� S OSQMI Ox I Oy (WSLU^AQH � > 0). o POWEDENII \TIH FUNKCIJ NA GRANICAH OBLASTEJ OPREDELE-NIQ W SLU^AQH � < 0 (PRI x! 0+0 I PRI x! +1) SKAZANO WY[E. oTMETIM,^TO W SILU ^ETNOSTI FUNKCIJ W SLU^AQH W) PRI � < 0 ESLI x ! �1, TOx� ! 0�0, A ESLI x! 0�0 (TO ESTX OSTAWAQSX MENX[E NULQ), TO x� !�1.zAME^ANIE. zAWER[AQ IZLOVENIE WOPROSA O SWOJSTWAH STEPENNOJ FUNK-CII S DEJSTWITELXNYM POKAZATELEM, OTMETIM, ^TO W SLU^AQH RACIONALXNOGO� �� = pq� TREBOWANIE nod (jpj; q) = 1 QWLQETSQ SU]ESTWENNYM. tAK, NA-PRIMER, (�1)1=3 = 3p�1 = �1, ODNAKO ESLI S^ITATX (�1)2=6 = 6p(�1)2 == 6p1 = 1 6= �1, HOTQ 2=6 = 1=3. |TO OZNA^AET, ^TO DLQ OTRICATELXNYH^ISEL POD ZNAKOM RADIKALA, WOOB]E GOWORQ, NEWERNO SWOJSTWO 7 KORNEJ (SM.WY[E P. 1:5). oDNAKO POSKOLXKU WSQKU@ OBYKNOWENNU@ DROBX MOVNO ZAME-NITX RAWNOJ EJ NESOKRATIMOJ DROBX@ (U KOTOROJ nod MODULQ ^ISLITELQI ZNAMENATELQ RAWEN 1) ESTESTWENNO S^ITATX (W SLU^AE DANNOGO PRIMERA)44



(�1)2=6 def= (�1)1=3 = �1, TEM SAMYM PRIRAWNIWAQ (�1)2=6 NE ARIFMETI^ES-KOMU (ALGEBRAI^ESKOMU) ZNA^ENI@ KORNQ [ESTOJ STEPENI IZ KWADRATA �1.������������������������������������������1:11. dROBNO-LINEJNAQ FUNKCIQ I EE GRAFIKoPREDELENIE. dROBNO-LINEJNOJ FUNKCIEJ NAZYWAETSQ FUNKCIQ WIDAy = f(x) = ax+ bcx+ d , GDE a; b; c; d 2 R | POSTOQNNYE ^ISLA, PRI^EM c 6= 0. *3oTMETIM, ^TO W ^ASTNOM SLU^AE, KOGDA a = d = 0, FUNKCIQ PRINIMAETWID y = bcx = kx , GDE k = bc , A EE SWOJSTWA I WID GRAFIKA W POLNOJ MEREANALOGI^NY IZU^ENNYM WY[E SWOJSTWAM FUNKCII y = 1x = x�1 PRI k > 0.oSU]ESTWIM SLEDU@]EE PREOBRAZOWANIE DROBNO-LINEJNOGO WYRAVENIQf(x) = ax+ bcx+ d = ax+ bc(x+ d=c) = a(x+ d=c)� (a=c)d+ bc(x+ d=c) = (x 6= �d=c) == ac � ad� bcc2 � 1x+ d=c = A+ Bx+ � , GDE A = ac ; � = dc ; B = bc� adc2 .oTMETIM, ^TO PRI B = 0, bc = ab f(x) � A (DLQ WSEH x 6= �d=c), PO\-TOMU GRAFIK TAKOJ FUNKCII | PRQMAQ, PARALLELXNAQ OSI Ox S WYKOLOTOJODNOJ TO^KOJ, ABSCISSA KOTOROJ RAWNA �d=c.eSLI VE B 6= 0, bc 6= ab, TO SOGLASNO PRAWILAM PREOBRAZOWANIQ GRAFI-KOW (SM. [1], GL. 6) GRAFIK DROBNO-LINEJNOJ FUNKCII STROITSQ IZ GRAFIKAFUNKCII y = Bx , SDWIGAQ EGO NA j�j EDINIC WPRAWO (WLEWO) WDOLX OSI OxPRI � < 0(> 0), A TAKVE | NA jAj EDINIC WWERH (WNIZ) WDOLX OSI Oy PRIA > 0(< 0). eSLI VE � = 0 , d = 0 ILI A = 0 , a = 0 TO SOOTWETSTWU@-]EGO SDWIGA WDOLX OSI Ox ILI OSI Oy NE PROISHODIT.pRIMERY GRAFIKOW DROBNO-LINEJNYH FUNKCIJRIS. 1.4 O RIS. 1.4 P RIS. 1.4 R������������������������������������������3* eSLI c = 0; d 6= 0, TO y = f(x) = a0x + b0 (GDE a0 = a=d; b0 = b=d) | LINEJNAQFUNKCIQ. 45


