
3. gEOMETRIQw \TOM RAZDELE METODI^ESKOGO POSOBIQ MY OSTANOWIMSQ NA LI[X NEKOTO-RYH WOPROSAH [KOLXNOGO KURSA GEOMETRII, KOTORYE, NA NA[ WZGLQD, MOGUTBYTX ISPOLXZOWANY PRI IZU^ENII NEKOTORYH RAZDELOW WYS[EJ MATEMATIKI,W ^ASTNOSTI, ANALITI^ESKOJ GEOMETRII.bOLEE PODROBNOE IZLOVENIE WOPROSOW GEOMETRII MOVNO NAJTI, NAPRI-MER, W RANEE IZDAWAW[IHSQ KNIGAH a.b. bUDAKA I b.m. }EDRINA PO POD-GOTOWKE K USTNOMU WSTUPITELXNOMU \KZAMENU PO MATEMATIKE NA FAKULXTETwmkmgu.pOSLEDNEE IZDANIE BYLO W 2007 G. POD NAZWANIEM "|LEMENTARNAQMATEMATIKA.mETODI^ESKIE UKAZANIQ K OTWETAM NA TEORETI^ESKIE WOPROSYBILETOW USTNOGO \KZAMENA PO MATEMATIKE",m: "makspress" (SM. [1]).w SWQZI S IZLOVENIEM LI[X ^ASTI WOPROSOW GEOMETRII, KOTORYE WYNOSI-LISX NA USTNYJ WSTUPITELXNYJ \KZAMEN PO MATEMATIKE NA FAKULXTET wmk(DO 2008 G.) WOZMOVNY W OTDELXNYH SLU^AQH SSYLKI NA TEOREMY, IZLOVEN-NYE W POSOBII POZDNEE, ^EM W TEKU]EM PUNKTE, ILI WOOB]E W POSOBII NEIZLOVENNYE. oDNAKO \TI TEOREMY W SWOEM DOKAZATELXSTWE NA DANNU@ DO-KAZYWAEMU@ TEOREMU ILI KAKIE-LIBO WYWODY IZ NEE NIKAK NE OPIRA@TSQ.sTALO BYTX, OB]AQ LOGI^ESKAQ STRUKTURA OSWE]ENIQ WOPROSOW \LEMENTAR-NOJ GEOMETRII PRI \TOM NE NARU[ENA.oTMETIM, ^TO L@BOJ POSLEDOWATELXNO IZLAGAEMYJ KURS GEOMETRII DOL-VEN STROITXSQ NA BAZE RQDA WWODIMYH PERWI^NYH (NEOPREDELQEMYH) PO-NQTIJ I AKSIOM. w KA^ESTWE TAKIH PONQTIJ WYSTUPA@T: TO^KA, PRQMAQ,PLOSKOSTX.������������������������������������������3:1. tEOREMY O PERESE^ENII MEDIAN, PERESE^ENII BISSEKTRIS IPERESE^ENII WYSOT TREUGOLXNIKA. nEKOTORYE ANALOGI TEOREMY OPERESE^ENII MEDIAN TREUGOLXNIKA DLQ TREUGOLXNOJ PIRAMIDYsFORMULIRUEM OPREDELENIQ TREUGOLXNIKA (KONTURNOGO I PLOSKOGO KAK^ASTI PLOSKOSTI), SEREDINNOGO PERPENDIKULQRA K OTREZKU, MEDIANY, BIS-SEKTRISY I WYSOTY TREUGOLXNIKA.pONQTIE PLOSKOGO TREUGOLXNIKA OSNOWYWAETSQ NA UTWERVDENII O TOM,^TO WSQKAQ PRQMAQ, LEVA]AQ W NEKOTOROJ PLOSKOSTI, DELIT EE NA DWE POLU-PLOSKOSTI.|TO UTWERVDENIE MOVET WYSTUPATX W KA^ESTWE KAK TEOREMY, TAK I AK-SIOMY W ZAWISIMOSTI OT TOGO, KAKAQ IZ SISTEM AKSIOM LEVIT W OSNOWE PO-STROENIQ KURSA GEOMETRII.pRI \TOM DWE TO^KI, NE LEVA]IE NA UKAZANNOJ PRQMOJ, S^ITA@TSQ LE-VA]IMI W RAZNYH POLUPLOSKOSTQH (W ODNOJ POLUPLOSKOSTI) OTNOSITELXNO\TOJ PRQMOJ, ESLI OTREZOK S KONCAMI W \TIH TO^KAH IMEET WNUTRENN@@TO^KU, LEVA]U@ NA UKAZANNOJ PRQMOJ, TO ESTX EE PERESEKAET (NE IMEETWNUTRENNIH TO^EK NA \TOJ PRQMOJ, TO ESTX EE NE PERESEKAET).93



nAPOMNIM, KAK WWODQTSQ OPREDELENIQ OTREZKA I LU^A, ISPOLXZUEMYE WDALXNEJ[IH RASSUVDENIQH.oTREZKOM PRQMOJ BUDEM NAZYWATX WSQKOE MNOVESTWO TO^EK \TOJ PRQ-MOJ, SOSTOQ]EE IZ DWUH TO^EK I WSEH TO^EK \TOJ PRQMOJ, LEVA]IH MEVDU*1 \TIMI DWUMQ TO^KAMI.eSLI TO^KI A I B SOWPADA@T (A � B), TO OTREZOK AA ILI BB NAZYWA-ETSQ NULEWYM, ESLI TO^KI A I B | RAZLI^NYE (A 6� B), TO OTREZOK AB(OTREZOK PRQMOJ) BUDEM NAZYWATX NENULEWYM.kAVDU@ TO^KU PRQMOJ (AB), LEVA]U@ MEVDU TO^KAMI A I B, BUDEMNAZYWATX WNUTRENNEJ TO^KOJ OTREZKA AB. kAVDU@ TO^KU PRQMOJ (AB),OTLI^NU@ OT TO^KI A I OT TO^KI B I NE LEVA]U@ MEVDU TO^KAMI A IB, BUDEM NAZYWATX WNE[NEJ TO^KOJ OTREZKA AB. sAMI TO^KI A I B,OPREDELQ@]IE OTREZOK AB, BUDEM NAZYWATX KONCAMI OTREZKA AB (SM.RIS. 3.1). RIS. 3.1nA RIS. 3.1 AB | NENULEWOJ OTREZOK, C | EGO WNUTRENNQQ TO^KA,D | EGO WNE[NQQ TO^KA, EE | NULEWOJ OTREZOK (TO^KA).pONQTIE LU^A OSNOWYWAETSQ NA UTWERVDENII O TOM, ^TO WSQKAQ TO^KA,LEVA]AQ NA NEKOTOROJ PRQMOJ, DELIT EE NA DWE POLUPRQMYE W TOM SMYSLE,^TO WSQKIE DWE TO^KI ODNOJ POLUPRQMOJ (RAZNYH POLUPRQMYH) NE RAZDELQ-@TSQ (RAZDELQ@TSQ) UKAZANNOJ TO^KOJ, TO ESTX UKAZANNAQ TO^KA NE LEVIT(LEVIT) MEVDU \TIMI DWUMQ TO^KAMI.e]E SOOTWETSTWENNO GOWORQT, ^TO DWETO^KI PRQMOJ NE RAZDELQEMYE (RAZDELQEMYE) DANNOJ TO^KOJ PRQMOJ LEVATPO ODNU STORONU (PO RAZNYE STORONY) OTNOSITELXNO \TOJ TO^KI.|TO UTWERVDENIE MOVET WYSTUPATX W KA^ESTWE KAK TEOREMY, TAK I AK-SIOMY W ZAWISIMOSTI OT TOGO, KAKAQ IZ SISTEM AKSIOM LEVIT W OSNOWE PO-STROENIQ KURSA GEOMETRII.pUSTX NA PRQMOJ a WYBRANY TO^KI O I A (O 6� A).lU^OM (POLUPRQMOJ), OPREDELENNYM UKAZANNYMI TO^KAMI, NAZYWA-ETSQ MNOVESTWO WSEH TO^EK PRQMOJ a, RASPOLOVENNYH WMESTE S TO^KOJ A POODNU STORONU OTNOSITELXNO TO^KI O, WKL@^A@]EE W SEBQ I TO^KU A (OBO-ZNA^AETSQ OA). tO^KA O NAZYWAETSQ NA^ALOM LU^A, EE S^ITA@T GRANICEJLU^A, A TAKVE TO^KOJ PRILOVENIQ UKAZANNOGO LU^A.eSLI TO^KU O S^ITATX NE PRINADLEVA]EJ UKAZANNOMU W \TOM OPREDELE-NII MNOVESTWU, TO TAKOJ LU^ NAZYWA@T OTKRYTYM LU^OM, A ESLI TO^KU OS^ITATX PRINADLEVA]EJ UKAZANNOMU MNOVESTWU, TO TAKOJ LU^ NAZYWA@TZAMKNUTYM LU^OM.1* "lEVATX MEVDU" WYSTUPAET PRI DANNOJ SHEME IZLOVENIQ GEOMETRII W KA^ESTWEPERWI^NOGO (NE OPREDELQEMOGO) PONQTIQ. 94



dOGOWORIMSQ, ^TO ESLI RASSMATRIWATX ZAMKNUTYJ LU^, TO \TO BUDETWSEGDA OGOWARIWATXSQ, ESLI RE^X IDET PROSTO O LU^E, TO POD \TIM BUDETPODRAZUMEWATXSQ OTKRYTYJ LU^.oTMETIM, ^TO W OTLI^II OT OTREZKA, W OBOZNA^ENII KOTOROGO NE SU-]ESTWENEN PORQDOK EGO KONCOW, W OBOZNA^ENII LU^A DWUMQ BUKWAMI WSEGDANA PERWOE MESTO BUDET STAWITXSQ EGO NA^ALO.RIS. 3.2 A RIS. 3.2 BsFORMULIROWANNOE UTWERVDENIE O RAZDELENII TO^KOJ, LEVA]EJ NA PRQ-MOJ a, EE NA DWE POLUPRQMYE OZNA^AET, ^TO NA PRQMOJ a OPREDELENY DWALU^A | LU^ OA I LU^ OA0, GDE A0; O; A 2 a I O 2 A0A. pRI \TOM WAVNOOTMETITX, ^TO LU^I OA I OB, GDE O 62 AB TOVDESTWENNY, TO ESTX PRED-STAWLQ@T SOBOJ ODNO I TO VE MNOVESTWO TO^EK NA PRQMOJ a (ODIN I TOT VELU^), LU^I OA0 I OB0 TAKVE TOVDESTWENNY, GDE O 2 AA0 I O 2 BB0 (SM.RIS. 3.2 A, 3.2 B).eSLI TO^KI A0, O, A LEVAT NA ODNOJ PRQMOJ a I O 2 A0A, TO LU^I OAI OA0 NAZYWA@TSQ WZAIMNO DOPOLNITELXNYMI, KAVDYJ IZ NIH NAZYWA-ETSQ DOPOLNITELXNYM PO OTNO[ENI@ K DRUGOMU.eSLI ODIN IZ WZAIMNO DOPOLNITELXNYH LU^EJ OBOZNA^ITX h, TO DRUGOJIZ NIH OBOZNA^AETSQ h (SM. RIS. 3.2 A).oPREDELENIE 1. tREUGOLXNIKOM NAZYWAETSQ FIGURA, SOSTOQ]AQ IZTREH TO^EK, NE LEVA]IH NA ODNOJ PRQMOJ, I TREH POPARNO SOEDINQ@]IHIH OTREZKOW.uKAZANNYE TO^KI NAZYWA@TSQ WER[INAMI TREUGOLXNIKA, A UKAZAN-NYE OTREZKI NAZYWA@TSQ STORONAMI TREUGOLXNIKA (SM. RIS. 3.3 A).eSLI, NAPRIMER, OBOZNA^ITX BUKWAMI A, B, C WER[INY TREUGOLXNIKA,TO SAM TREUGOLXNIK OBOZNA^AETSQ SIMWOLOM 4ABC.gOWORQT, ^TO WER[INA A (STORONA BC) PROTIWOLEVIT STORONE BC(WER[INE A), ANALOGI^NO PROTIWOLEVA]IMI DRUG DRUGU QWLQ@TSQ WER[INAB I STORONA AC, WER[INA C I STORONA AB.oTMETIM, ^TO WO MNOGIH SLU^AQH PORQDOK WER[IN W TREUGOLXNIKE NEQWLQETSQ SU]ESTWENNYM, PO\TOMU OBOZNA^ENIQ 4ABC, 4BCA, 4CBA IT.P. PREDSTAWLQ@T SOBOJ ODIN I TOT VE TREUGOLXNIK. oDNAKO W TEH SLU^AQH,KOGDA BUDET SU]ESTWENEN PORQDOK WER[IN ILI STORON TREUGOLXNIKA, \TOSPECIALXNO OGOWARIWAETSQ.oPREDELENIE 2.wNUTRENNEJ TO^KOJ 4ABC (TO^KOJ, LEVA]EJ WNUT-RI 4ABC) NAZYWAETSQ WSQKAQ TO^KA X, KOTORAQ1) LEVIT W TOJ VE POLUPLOSKOSTI (PO ODNU STORONU) OTNOSITELXNOPRQMOJ (AB), ^TO I TO^KA C ; 95



2) LEVIT W TOJ VE POLUPLOSKOSTI (PO ODNU STORONU) OTNOSITELXNOPRQMOJ (BC), ^TO I TO^KA A ;3) LEVIT W TOJ VE POLUPLOSKOSTI (PO ODNU STORONU) OTNOSITELXNOPRQMOJ (AC), ^TO I TO^KA B.oPREDELENIE 20.wNUTRENNEJ OBLASTX@ TREUGOLXNIKA NAZYWAETSQ MNO-VESTWO WSEH EGO WNUTRENNIH TO^EK. pRI \TOM SAM TREUGOLXNIK: EGO STO-RONY (WSE WNUTRENNIE TO^KI EGO STORON) I WER[INY NAZYWA@T GRANICEJWNUTRENNEJ OBLASTI \TOGO TREUGOLXNIKA.RIS. 3.3 A RIS. 3.3 B RIS. 3.3 WsM. RIS. 3.3 B, NA KOTOROM WNUTRENNQQ OBLASTX TREUGOLXNIKA ZA[TRI-HOWANA TROJNOJ [TRIHOWKOJ.oPREDELENIE 3. tO^KOJ, LEVA]EJ NA STORONE TREUGOLXNIKA, NAZYWA-ETSQ WSQKAQ TO^KA Y , QWLQ@]AQSQ WNUTRENNEJ TO^KOJ \TOJ STORONY.oPREDELENIE 4. wSQKAQ TO^KA X0 PLOSKOSTI (ABC) NAZYWAETSQ WNE[-NEJ TO^KOJ 4ABC (TO^KOJ, LEVA]EJ WNE 4ABC), ESLI ONA NE QWLQETSQEGO WNUTRENNEJ TO^KOJ, NE LEVIT NI NA ODNOJ IZ EGO STORON I NE SOWPA-DAET NI S ODNOJ IZ EGO WER[IN.oPREDELENIE 5. wSQKIJ TREUGOLXNIK, OB_EDINENNYJ SO SWOEJ WNUTREN-NEJ OBLASTX@ (MNOVESTWOM WSEH EGO WNUTRENNIH TO^EK), NAZYWAETSQPLOSKIM TREUGOLXNIKOM.oPREDELENIE 6. wNUTRENNIM UGLOM TREUGOLXNIKA ABC PRI WER[INEA NAZYWAETSQ UGOL \BAC, WNUTRENNQQ OBLASTX KOTOROGO SODERVIT WSEBE WNUTRENN@@ OBLASTX \TOGO TREUGOLXNIKA. aNALOGI^NO OPREDELQ@TSQWNUTRENNIE UGLY PRI WER[INAH B I C.pRI \TOM POD WNUTRENNEJ OBLASTX@ UGLA (OSTROGO, PRQMOGO, TUPOGO KAKFIGURY, OBRAZOWANNOJ DWUMQ LU^AMI, IME@]IMI OB]EE NA^ALO| SOOTWET-STWENNO STORONAMI I WER[INOJ UGLA) PONIMAETSQ PERESE^ENIE OTKRYTYH*2 POLUPLOSKOSTEJ OTNOSITELXNO PRQMYH, SODERVA]IH STORONY UGLA.o PONQTIQH OSTROGO, PRQMOGO I TUPOGO UGLOW SM. NIVE W P. 3:2.2* sAMI PRQMYE W POLUPLOSKOSTI NE WKL@^ENY.96



uGOL, OB_EDINENNYJ SO SWOEJ WNUTRENNEJ OBLASTX@, NAZYWAETSQ PLOS-KIM UGLOM.nA RIS. 3.3 B ILL@STRIRU@TSQ OPRELELENIQ 2| 5, A NA RIS. 3.3 W ILL@ST-RIRUETSQ OPRELELENIE 6, WNUTRENNIMI UGLAMI 4ABC BUDUT UGLY: \BAC,\ABC, \ACB.oPREDELENIE 7. sEREDINNYM PERPENDIKULQROM K OTREZKU NAZYWA-ETSQ PRQMAQ, PROHODQ]AQ ^EREZ SEREDINU OTREZKA I PERPENDIKULQRNAQ EMU(TO ESTX OBRAZU@]AQ PRQMOJ UGOL S SOVERVA]EJ EGO PRQMOJ).oPREDELENIE 8. mEDIANOJ TREUGOLXNIKA, PROWEDENNOJ IZ DANNOJ WER-[INY, NAZYWAETSQ OTREZOK, SOEDINQ@]IJ \TU WER[INU S SEREDINOJ PRO-TIWOLEVA]EJ EJ STORONY TREUGOLXNIKA.oPREDELENIE 9. bISSEKTRISOJ TREUGOLXNIKA, PROWEDENNOJ IZ DANNOJWER[INY, NAZYWAETSQ OTREZOK BISSEKTRISY WNUTRENNEGO UGLA TREUGOLX-NIKA, SOEDINQ@]IJ \TU WER[INU S TO^KOJ NA PROTIWOLEVA]EJ EJ STO-RONE.oPREDELENIE 90. bISSEKTRISOJ UGLA NAZYWETSQ LU^, PROHODQ]IJ WOWNUTRENNEJ OBLASTI UGLA, WER[INA KOTOROGO SOWPADAET S WER[INOJ UGLA,DELQ]IJ SOOTWETSTWU@]IJ PLOSKIJ UGOL NA DWA RAWNYH PLOSKIH UGLA.mOVNO DOKAZATX, ^TO KAVDYJ NENULEWOJ UGOL* 3 IMEET EDINSTWENNU@BISSEKTRISU; KAVDYJ LU^ S WER[INOJ W WER[INE UGLA PROHODIT WO WNUTREN-NEJ OBLASTI UGLA (OSTROGO, PRQMOGO, TUPOGO) TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDAON IMEET OB]U@ WNUTRENN@@ TO^KU S L@BYM OTREZKOM, KONCY KOTOROGO NESOWPADA@T S WER[INOJ UGLA, A LEVAT: ODIN NA ODNOJ STORONE UGLA, DRUGOJ| NA DRUGOJ EGO STORONE.oPREDELENIE 10. wYSOTOJ TREUGOLXNIKA, PROWEDENNOJ IZ DANNOJ WER-[INY, NAZYWAETSQ PERPENDIKULQR,** 4 PROWEDENNYJ IZ \TOJ WER[INY KPRQMOJ, KOTORAQ SODERVIT PROTIWOLEVA]U@ STORONU TREUGOLXNIKA.tEOREMA 1.sEREDINNYE PERPENDIKULQRY K STORONAM PROIZWOLXNOGO TRE-UGOLXNIKA PERESEKA@TSQ W ODNOJ TO^KE.RIS. 3.43*o NULEWOM I NENULEWOM UGLE SM. P. 3:2, GDE GOWORITSQ OB IZMERENII UGLOW.4**zDESX POD \TIM PONIMAETSQ OTREZOK ODNOJ PRQMOJ, PERPENDIKULQRNOJ DRUGOJ, NA\TOJ DRUGOJ PRQMOJ LEVIT ODIN IZ KONCOW UKAZANNOGO OTREZKA.97



dOKAZATELXSTWOpUSTX W 4ABC AD = DB; BE = EC; CF = FA. ~EREZ TO^KI D IE W PLOSKOSTI (ABC) PROWEDEM SOOTWETSTWENNO nc ? (AB); na ? (BC)(SU]ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX \TIH PERPENDIKULQROW MOVET BYTX DOKA-ZANO). pOSKOLXKU PRQMYE (BA) I (BC) RAZLI^NYE, TO^KI D I E OTLI^NYOT TO^KI B, \TI TO^KI RAZLI^NY. eSLI PREDPOLOVITX, ^TO PRQMYE na I ncSOWPADA@T, TO \TO BUDET OZNA^ATX, ^TO K PRQMOJ na � nc IZ TO^KI B PROWE-DENY DWA PERPENDIKULQRA (BD) I (BE), ^TO NEWOZMOVNO. eSLI PREDPOLO-VITX, ^TO na k nc, TO IZ (BA) ? nc ) (BA) ? na. tAK KAK (BC) ? na, TO^KAB 62 na, TO POLU^AEM, ^TO IZ TO^KI B NA PRQMU@ na PROWEDENY DWA PERPEN-DIKULQRA: (BC) I (BA), ^TO TAKVE NEWOZMOVNO. sLEDOWATELXNO, OSTAETSQEDINSTWENNAQ WOZMOVNOSTX, na \ nc � O (TO^KU PERESE^ENIQ SEREDINNYHPERPENDIKULQROW K STORONAM BA I BC MY OBOZNA^ILI ^EREZ O). aNALOGI^-NYM OBRAZOM MY DOKAVEM PERESE^ENIE PERPENDIKULQROW nc I nb, na I nb,OTKUDA SLEDUET, ^TO WSE \TI PERPENDIKULQRY | RAZLI^NYE PRQMYE. w SILUSWOJSTWA SEREDINNOGO PERPENDIKULQRA K OTREZKU OA = OB I OB = OC, WSILU TRANZITIWNOSTI OTNO[ENIQ RAWENSTWA OTREZKOW OTS@DA SLEDUET, ^TOOA = OC. w SILU PRIZNAKA SEREDINNOGO PERPENDIKULQRA K OTREZKU TO^KAO LEVIT NA SEREDINNOM PERPENDIKULQRE nb K OTREZKU AC. sLEDOWATELXNO,TAK KAK WSE \TI PERPENDIKULQRY na; nb; nc | RAZLI^NYE PRQMYE, TO^KA OIH EDINSTWENNAQ OB]AQ TO^KA (TO^KA PERESE^ENIQ). tEOREMA 1 DOKAZANA.nAPOMNIM, ^TO OKRUVNOSTX@ NAZYWAETSQ MNOVESTWO WSEH TO^EK PLOS-KOSTI, RASPOLOVENNYH NA RAWNOM POLOVITELXNOM RASSTOQNII OT NEKOTOROJFIKSIROWANNOJ TO^KI \TOJ PLOSKOSTI (CENTRA OKRUVNOSTI). pOD RADIUSOMOKRUVNOSTI PONIMAETSQ OTREZOK S KONCAMI NA L@BOJ TO^KE OKRUVNOSTI I WCENTRE OKRUVNOSTI, A TAKVE| RASSTOQNIE OT CENTRA OKRUVNOSTI DO L@BOJTO^KI NA OKRUVNOSTI.oKRUVNOSTX NAZYWAETSQ OPISANNOJ OKOLO TREUGOLXNIKA ILI MNOGOUGOLX-NIKA, ESLI WSE EGO WER[INY LEVAT NA \TOJ OKRUVNOSTI.sLEDSTWIE. tO^KA PERESE^ENIQ SEREDINNYH PERPENDIKULQROW K STORO-NAM TREUGOLXNIKA | CENTR OPISANNOJ OKOLO NEGO OKRUVNOSTI, POSKOLXKUSOGLASNO TEOREME O PRQMOJ, PERPENDIKULQRNOJ K OTREZKU, PROHODQ]EJ ^EREZEGO SEREDINU, WSE EE TO^KI RAWNOUDALENY OT KONCOW \TOGO OTREZKA.RIS. 3.5 A RIS. 3.5 B RIS. 3.5 W98



sTALO BYTX, TO^KA PERESE^ENIQ SEREDINNYH PERPENDIKULQROW K STORO-NAM TREUGOLXNIKA RAWNOUDALENA OT WSEH EGO WER[IN.nA RIS. 3.5 A, B, W POKAZANO RASPOLOVENIE CENTRA OKRUVNOSTI, OPISANNOJOKOLO TREUGOLXNIKA W ZAWISIMOSTI OT TOGO, QWLQETSQ LI ON OSTROUGOLXNYM,PRQMOUGOLXNYM I TUPOUGOLXNYM.w UPOMQNUTOJ WY[E KNIGE [1], A TAKVE I WO MNOGIH U^EBNIKAH GEOMET-RII \TI FAKTY OBOSNOWANY. e]E W UPOMQNUTOJ KNIGE, A TAKVE W KNIGE a.w.pOGORELOWA "|LEMENTARNAQ GEOMETRIQ", m: "nAUKA", 1977 (SM. [2]) MOVNONAJTI DOKAZATELXSTWA SLEDU@]IH WAVNYH TEOREM 2 I 3. w DANNYH DOKAZA-TELXSTWAH GOWORITSQ O NEKOTORYH MOMENTAH, KOTORYE MOVNO DOKAZATX, WUPOMQNUTYH KNIGAH \TI WSE MOMENTY OBOSNOWANY.tEOREMA 2. dWE MEDIANY PROIZWOLXNOGO TREUGOLXNIKA PERESEKA@TSQ(KAK OTREZKI). RIS. 3.6 A RIS. 3.6 BdOKAZATELXSTWO. sM. RIS. 3.6 A. pUSTX W 4ABC AD I CF | DWE ME-DIANY, BD = DC, AF = FB. tAK KAK TO^KI D I F | SEREDINY STORONBC I AB SOOTWETSTWENNO, TO MOVNO DOKAZATX, ^TO \TO WNUTRENNIE TO^KIOTREZKOW BC I AB. tAK KAK TO^KA A NE LEVIT NA PRQMOJ (BC), TO LU^AD PERESEKAET OTREZOK BC W EGO WNUTRENNEJ TO^KE D, A POTOMU TO^KI B IC RASPOLOVENY W RAZNYH POLUPLOSKOSTQH OTNOSITELXNO PRQMOJ (AD). dA-LEE, TAK KAK TO^KA F LEVIT MEVDU TO^KAMI A I B, TO TO^KA A NE LEVITMEVDU TO^KAMI F I B, A POTOMU \TI TO^KI RASPOLOVENY NA ODNOM LU^ES NA^ALOM W TO^KE A I, STALO BYTX, ONI RASPOLOVENY W ODNOJ POLUPLOS-KOSTI OTNOSITELXNO PRQMOJ (AD). sLEDOWATELXNO, TO^KI C I F LEVAT WRAZNYH POLUPLOSKOSTQH OTNOSITELXNO PRQMOJ (AD), A POTOMU OTREZOK CFPERESEKAET PRQMU@ (AD) W NEKOTOROJ WNUTRENNEJ TO^KE O 2 CF . aNALO-GI^NYM OBRAZOM DOKAZYWAETSQ PERESE^ENIE OTREZKA AD I PRQMOJ (CF ). wSILU EDINSTWENNOSTI TO^KI PERESE^ENIQ PRQMYH (AD) I (CF ) TO^KA O |TO^KA PERESE^ENIQ OTREZKOW AD I CF . mOVNO TAKVE DOKAZATX, ^TO TO^KAO LEVIT WO WNUTRENNEJ OBLASTI 4ABC.tO^NO TAKVE DOKAZYWAETSQ PERESE^ENIE KAVDOJ IZ MEDIAN AD I CF STRETXEJ MEDIANOJ 4ABC. tEOREMA 2 DOKAZANA.tEOREMA 3.dWE BISSEKTRISY PROIZWOLXNOGO TREUGOLXNIKA PERESEKA@T-SQ (KAK OTREZKI). dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.6 B. pUSTX W4ABC AD I CF | BISSEKTRISY. w SILU OPREDE-99



LENIQ BISSEKTRISY TREUGOLXNIKA OTREZOKAD LEVIT NA LU^E AD (c NA^ALOMW TO^KE A), KOTORYJ QWLQETSQ BISSEKTRISOJ \BAC. sOGLASNO OPREDELENI@LU^ AD PROHODIT WO WNUTRENNEJ OBLASTI \BAC, A POTOMU SOGLASNO SFOR-MULIROWANNOMU UTWERVDENI@ LU^ AD PERESE^ET OTREZOK BC W NEKOTOROJEGO WNUTRENNEJ TO^KE D. aNALOGI^NYM OBRAZOM LU^ CF (c NA^ALOM W TO^KEC) PERESE^ET OTREZOK AB W NEKOTOROJ EGO WNUTRENNEJ TO^KE F . dALEE DOKA-ZATELXSTWO PROWODITSQ TO^NO TAK VE (BUKWALXNO DOSLOWNYM POWTORENIEM),^TO I DOKAZATELXSTWO TEOREMY 2. tAKIM VE OBRAZOM DOKAZYWAETSQ PERE-SE^ENIE KAVDOJ IZ BISSEKTRIS AD I CD S TRETXEJ BISSEKTRISOJ 4ABC.mOVNO TAKVE, KAK I W TEOREME 2 DOKAZATX, ^TO TO^KA PERESE^ENIQ BISSEK-TRIS TREUGOLXNIKA LEVIT W EGO WNUTRENNEJ OBLASTI. tEOREMA 3 DOKAZANA.tEOREMA 4.mEDIANY TREUGOLXNIKA PERESEKA@TSQ W ODNOJ TO^KE, KOTO-RAQ DELIT KAVDU@ MEDIANU NA OTREZKI, DLINY KOTORYH OTNOSQTSQ KAK2 : 1, S^ITAQ OT WER[INY, IZ KOTOROJ ONA PROWEDENA.RIS. 3.7 A RIS. 3.7 BdOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.7 A. rASSMOTRIM W 4ABC MEDIANY AD I CF . w SILU TE-OREMY 2 ONI (KAK OTREZKI) PERESEKA@TSQ W NEKOTOROJ TO^KE O. sOEDINIMOTREZKOM TO^KI D I F . pOSKOLXKU AD I CF | MEDIANY, TO^KI D I F| SEREDINY STORON BC I AB, A POTOMU DF | SREDNQQ LINIQ 4ABC. wSILU TEOREMY 3 (SM. NIVE P. 3:7) DF k AC I jDF j : jACj = 1 : 2. tAKKAK (DF ) k (AC) I TO^KI C I F (A POTOMU I LU^I AC I DF ) NAHODQTSQW RAZNYH POLUPLOSKOSTQH OTNOSITELXNO PRQMOJ (AD), TO \ADF I \DAC| WNUTRENNIE NAKREST LEVA]IE UGLY PRI (DF ) k (AC) I SEKU]EJ (AD),A W SILU SWOJSTW PARALLELXNYH PRQMYH (SM. NIVE P. 3:5) \ADF = \DAC.aNALOGI^NYM OBRAZOM POKAZYWAETSQ, ^TO \DFC I \FCA | WNUTRENNIENAKREST LEVA]IE UGLY PRI (DF ) k (AC) I SEKU]EJ (CF ), SLEDOWATELXNO,\DFC = \FCA. iTAK,4FOD � 4AOC (PO DWUM UGLAM). sLEDOWATELXNO,jAOjjODj = jCOjjOF j = jACjjFDj = 21 ) jAOj = 2jADj3 .aNALOGI^NYM OBRAZOM, PROWODQ TRETX@ MEDIANU BE, MY DOKAVEM, ^TO ONAPERESE^ETSQ, NAPRIMER, S MEDIANOJ AD W TAKOJ TO^KE O0, ^TO jAO0j == 2jADj : 3. sLEDOWATELXNO, jAO0j = jAOj ) AO0 = AO, A POTOMU TO^KIO IO0 SOWPADA@T. iTAK, WSE TRI MEDIANY 4ABC : AD; BE; CF PERESEKLISX100



O TO^KE O (SM. RIS. 3.7 B) I jAOjjODj = jCOjjOF j = jBOjjOEj = 21 .zAME^ANIE.mOVNO DOKAZATX, ^TOO| WNUTRENQQ TO^KA4ABC. tEOREMA4 POLNOSTX@ DOKAZANA.rASSMOTRIM NEKOE OBOB]ENIE TEOREMY 4 NA SLU^AJ TREUGOLXNOJ PIRA-MIDY.pUSTX ABCD | TREUGOLXNAQ PIRAMIDA,A| EE WER[INA, PROTIWOLEVA-]AQ GRANI (BCD), A0 | TO^KA PERESE^ENIQ MEDIAN GRANI (BCD); B | EEWER[INA, PROTIWOLEVA]AQ GRANI (ACD), B0 | TO^KA PERESE^ENIQ MEDIANGRANI (ACD); C | EE WER[INA, PROTIWOLEVA]AQ GRANI (ABD), C0 | TO^-KA PERESE^ENIQ MEDIAN GRANI (ABD); D | EE WER[INA, PROTIWOLEVA]AQGRANI (ABC), D0 | TO^KA PERESE^ENIQ MEDIAN GRANI (ABC).bUDEM NAZYWATX OTREZKI AA0, BB0, CC0, DD0 MEDIATRISSAMI TRE-UGOLXNOJ PIRAMIDY ABCD.tEOREMA 40. mEDIATRISSY TREUGOLXNOJ PIRAMIDY PERESEKA@TSQ W OD-NOJ TO^KE, KOTORAQ DELIT KAVDU@ IZ NIH NA OTREZKI, DLINY KOTORYHOTNOSQTSQ KAK 3 : 1, S^ITAQ OT WER[INY, IZ KOTOROJ ONI PROWEDENY.
RIS. 3.8dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.8. w GRANI (ADB) PROWEDEM MEDIANY AG I DF , C0 | TO^KAIH PERESE^ANIQ. w GRANI (CDB) PROWEDEM MEDIANY CG I DE, A0 | TO^KAIH PERESE^ENIQ. w PLOSKOSTI 4AGC BUDUT PROHODITX MEDIATRISSY AA0 ICC0. pOSKOLXKU SOGLASNO TEOREME 4 AC0 = 2AG=3, CA0 = 2CG=3, TO^-KI C0 I A0 QWLQ@TSQ WNUTRENNIMI TO^KAMI STORON SOOTWETSTWENNO AG ICG. sTALO BYTX, PO ANALOGII S RASSUVDENIQMI A DOKAZATELXSTWAH TEOREM2 I 3 DOKAZYWAETSQ, ^TO MEDIATRISSY AA0 I CC0 BUDUT PERESEKATXSQ WNEKOJ TO^KE O. rASSMATRIWAQ TREUGOLXNIKI 4C0DA0 I 4FDE, POLU^AEM,^TO ONI PODOBNY, POSKOLXKU IME@T OB]IJ UGOL \FDE I SOGLASNO TEOREME4 jC0GjjFGj = jA0GjjEGj = 23 . sTALO BYTX, \A0C0G = \EFG, A POSKOLXKU \TI101



UGLY QWLQ@TSQ PRI PRQMYH (C0A0) I (EF ), POLU^AEM IH PARALLELXNOSTX(C 0A0 k EF ) I jC0A0jjFEj = 23 . pOSKOLXKU W SILU SWOJSTW SREDNEJ LINII TRE-UGOLXNIKA AC k EF I EF = AC=2 SOGLASNO OTNO[ENI@ TRANZITIWNOSTIPARALLELXNOSTI PRQMYH C 0A0 k AC I jC0A0jjACj = jC0A0jjFEj � jFEjjACj = 23 � 12 = 13 .sTALO BYTX, W SOOTWETSTWII S TEORIEJ PODOBIQ TREUGOLXNIKOW 4OC0A0 �� 4OCA I jOC0jjOCj = jOA0jjOAj = jC0A0jjACj = 13 . aNALOGI^NYM OBRAZOM, PROWODQTRETX@ MEDIATRISSU DD0, MY DOKAVEM, ^TO ONA PERESE^ETSQ, NAPRIMER, SMEDIATRISSOJ AA0 W TAKOJ TO^KE O0, ^TO jAO0j = 3jAA0j : 4. sLEDOWATELXNO,jAO0j = jAOj ) AO0 = AO, A POTOMU TO^KI O I O0 SOWPADA@T.aNALOGI^NAQSITUACIQ BUDET I S ^ETWERTOJ MEDIATRISSOJ BB0. iTAK, WSE ^ETYRE MEDI-ATRISSY TETRA\DRA ABCD : AA0; BB0; CC0; DD0 PERESEKLISX W TO^KE O(SM. RIS. 3.8) I jAOjjOA0j = jBOjjOB0j = jCOjjOC0j = jDOjjOD0j = 31 .tEOREMA 40 DOKAZANA.tEOREMA 5. bISSEKTRISY TREUGOLXNIKA PERESEKA@TSQ W ODNOJ TO^KE.RIS. 3.9 A RIS. 3.9 BdOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.9 A. rASSMOTRIM W 4ABC BISSEKTRISY AD I CF . w SILUTEOREMY 3 ONI (KAK OTREZKI) PERESEKA@TSQ W NEKOTOROJ TO^KE O, \TA TO^-KA NAHODITSQ WO WNUTRENNEJ OBLASTI TREUGOLXNIKA ABC, A POTOMU | WOWNUTRENNEJ OBLASTI KAVDOGO IZ EGO WNUTRENNIH UGLOW. w SILU TOGO, ^TOBISSEKTRISA UGLA | MNOVESTWO WSEH TO^EK, RAWNOUDALENNYH OT STORON UG-LA, LU^I AD I CF | BISSEKTRISY \BAC I \BCA SOOTWETSTWENNO, TO�(O; (AC)) = �(O; (AB))* 5 I �(O; (AC)) = �(O; (BC)). sLEDOWATELXNO,�(O; (AB)) = �(O; (BC)) I TAK KAK O | WNUTRENNQQ TO^KA \ABC, TO O LE-VIT NA BISSEKTRISE BE \ABC (SM. RIS. 3.9 B). iTAK, WSE TRI BISSEKTRISY4ABC AD, BE, CF PERESEKLISX W ODNOJ I TOJ VE TO^KE O. oTMETIM, ^TOESLI BY MY RASSMATRIWALI, NAPRIMER, TO^KU O0 PERESE^ENIQ BISSEKTRIS5* �(O; (AB)) | RASSTOQNIE OT TO^KI O DO PRQMOJ (AB), ONO PO OPREDELENI@ ESTXDLINA OTREZKA PERPENDIKULQRA, PROWEDENNOGO IZ TO^KIO NA PRQMU@ (AB).102



AD I BE, TO TAKVE DOKAZALI, ^TO ONA OKAZALASX BY NA BISSEKTRISE CF . wSILU EDINSTWENNOSTI BISSEKTRIS UGLOW I EDINSTWENOSTI TO^KI PERESE^ENIQPRQMYH TO^KI O I O0 SOWPADUT. tEOREMA 5 POLNOSTX@ DOKAZANA.tO^KA PERESE^ENIQ BISSEKTRIS UGLOW TREUGOLXNIKA | CENTR WPISANNOJW NEGO OKRUVNOSTI, POSKOLXKU SOGLASNO TEOREME O BISSEKTRISE UGLA KAKMNOVESTWE TO^EK, RAWNOUDALENNYH OT STORON UGLA, TO^KA PERE^E^ENIQ BIS-SEKTRIS UGLOW TREUGOLXNIKA I BUDET RAWNOUDALENA OT STORON TREUGOLXNIKA.pRI \TOM OKRUVNOSTX NAZYWAETSQ WPISANNOJ W TREUGOLXNIK ILI MNOGO-UGOLXNIK, ESLI WSE EGO STORONY KASA@TSQ \TOJ OKRUVNOSTI (TO ESTX KAV-DAQ IZ STORON IMEET S \TOJ OKRUVNOSTX@ EDINTWENNU@ OB]U@ TO^KU). pRI\TOM RADIUS OKRUVNOSTI, PROWEDENNYJ W TO^KU KASANIQ, PERPENDIKULQRENKASATELXNOJ, DLINA VE \TOGO RADIUSA | PERPENDIKULQRA, PROWEDENNOGO IZCENTRA OKRUVNOSTI NA STORONY TREUGOLXNIKA, QWLQETSQ PO OPREDELENI@RASSTOQNIEM OT CENTRA OKRUVNOSTI DO STORONY TREUGOLXNIKA, W DANNOMSLU^AE WSE TRI RASSTOQNIQ RAWNY).RIS. 3.10tEOREMA 6. wYSOTY TREUGOLXNIKA (ILI SODERVA]IE IH PRQMYE) PERE-SEKA@TSQ W ODNOJ TO^KE.RIS. 3.11 A RIS. 3.11 BdOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.11 A. pROWEDEM W PLOSKOSTI (ABC) ^EREZ TO^KU A PRQMU@a k (BC), ^EREZ TO^KU B PRQMU@ b k (AC) I ^EREZ TO^KU C PRQMU@c k (AB). dOKAVEM, ^TO L@BYE DWE IZ \TIH PRQMYH PERESEKA@TSQ. rASSMOT-RIM PRQMYE a I b. pRQMYE a I b NE SOWPADA@T, TAK KAK TO^KA B 62 a, NOB 2 b. eSLI PREDPOLOVITX, ^TO b k a, TO W SILU TRANZITIWNOSTI SWOJSTWAPARALLELXNOSTI PRQMYH (AC) k b; b k a; a k (BC) ) (AC) k (BC), ^TOPROTIWORE^IT PERESE^ENI@ PRQMYH (AC) I (BC) W TO^KE C. iTAK, PRQMYEa I b PERESEKA@TSQ W TO^KE C0. aNALOGI^NO DOKAZYWAETSQ, ^TO PRQMYE a Ic PERESEKA@TSQ W TO^KE B0, I PRQMYE b I c PERESEKA@TSQ W TO^KE A0.103



zAME^ANIE. w KNIGE [1] DOKAZANO, ^TO WSE TO^KI A0, B0, C0 | RAZLI^NYE;TO^KA A0 I PRQMAQ a � (B0C0) BUDUT RASPOLOVENY W RAZNYH POLUPLOSKOSTQHOTNOSITELXNO PRQMOJ (BC); TO^KA B0 I PRQMAQ b � (A0C0) BUDUT RASPOLOVE-NY W RAZNYH POLUPLOSKOSTQH OTNOSITELXNO PRQMOJ (AC); TO^KAC0 I PRQMAQc � (A0B0) BUDUT RASPOLOVENY W RAZNYH POLUPLOSKOSTQH OTNOSITELXNO PRQ-MOJ (AB), TO ESTX DEJSTWITELXNO IMEET MESTO TO, ^TO IZOBRAVENO NA RIS.3.11 A I B.w ^ETYREHUGOLXNIKE C 0BCA C0B k AC; C0A k BC, SLEDOWATELXNO,C0BCA | PARALLELOGRAMM, A POTOMU C0A = BC. w ^ETYREHUGOLXNIKEABCB0 BC k AB0; AB k B0C, SLEDOWATELXNO, ABCB0 | PARALLELOGRAMM,A POTOMU AB0 = BC. iZ C0A = BC I AB0 = BC WYTEKAET C0A = AB0,TO ESTX TO^KA A | SEREDINA OTREZKA C0B0. aNALOGI^NO DOKAZYWAETSQ, ^TOC0B = BA0 I A0C = CB0, TO ESTX TO^KA B | SEREDINA OTREZKA A0C0 ITO^KA C | SEREDINA OTREZKA A0B0. sEREDINNYJ PERPENDIKULQR K OTREZKUB0C0 BUDET PERPENDIKULQREN I K PARALLELXNOJ EMU PRQMOJ (BC) (W SI-LU SWOJSTW PARALLELXNYH PRQMYH (SM. NIVE P. 3:5)), PO TOJ VE PRI^INESEREDINNYJ PERPENDIKULQR K OTREZKU A0B0 BUDET PERPENDIKULQREN I K PA-RALLELXNOJ EMU PRQMOJ (AB), cEREDINNYJ PERPENDIKULQR K OTREZKU A0C0BUDET PERPENDIKULQREN I K PARALLELXNOJ EMU PRQMOJ (AC). w SILU TEO-REMY 1 SEREDINNYE PERPENDIKULQRY K STORONAM 4A0B0C0 PERESEKA@TSQ WODNOJ TO^KE O, KOTORAQ I BUDET TO^KOJ PERESE^ENIQ PRQMYH, SODERVA]IHWYSOTY 4ABC. tEOREMA 6 DOKAZANA.oPREDELENIE 5. tO^KA PERESE^ENIQ PRQMYH, SODERVA]IH WYSOTY TRE-UGOLXNIKA NAZYWAETSQ ORTOCENTROM \TOGO TREUGOLXNIKA.nA RIS. 3.11 W, G, D PROILL@STRIROWANY SLU^AI RASPOLOVENIQ ORTO-CENTRA TREUGOLXNIKA: W EGO WNUTRENNEJ OBLASTI, KOGDA TREUGOLXNIK OSTRO-UGOLXNYJ, W WER[INE PRQMOGO UGLA, KOGDA TREUGOLXNIK PRQMOUGOLXNYJ(W \TOM SLU^AE DWE EGO WYSOTY SOWPADA@T S EGO STORONAMI | KATETAMI),WO WNE[NEJ OBLASTI, KOGDA TREUGOLXNIK TUPOUGOLXNYJ.RIS. 3.11 W RIS. 3.11 G RIS. 3.11 DpODROBNYE OBOSNOWANIQ \TIH RASPOLOVENIJ SM. W KNIGE [1].������������������������������������������104



3:2. pROPORCIONALXNOSTX OTREZKOW W PRQMOUGOLXNOM TREUGOLX-NIKE. tEOREMA pIFAGORAw DANNOM P. I W POSLEDU@]IH RASSUVDENIQH MY BUDET ISPOLXZOWATXWAVNOE PONQTIE DLINY OTREZKA.dLINOJ NENULEWOGO OTREZKA NAZYWAETSQ POSTAWLENNOE W SOOTWETSTWIE OT-REZKU POLOVITELXNOE ^ISLO, UDOWLETWORQ@]EE USLOWIQM:1) sU]ESTWUET OTREZOK, DLINA KOTOROGO RAWNA 1 (TAKOJ OTREZOK E]ENAZYWA@T MAS[TABNYM OTREZKOM ILI EDINICEJ IZMERENIQ OTREZKOW).2) rAWNYE OTREZKI (OTREZKI KOTORYE MOGUT SOWPASTX PRI NALOVENII* 6)IME@T RAWNYE DLINY.3) dLINA SUMMY** 7 RAWNA SUMME IH DLIN.4) dLINA NULEWOGO OTREZKA S^ITAETSQ RAWNOJ NUL@ (^ISLU 0).pRI \TOM NULEWYE OTREZKI S^ITA@TSQ RAWNYMI I SUMMA L@BOGO OTREZKAAB S NULEWYM OTREZKOM (SKAVEM, EE) PO OPREDELENI@ RAWNA OTREZKU AB.w KURSAH WYS[EJ GEOMETRII DOKAZYWAETSQ, ^TO TAKOE OPREDELENIE DLINYOTREZKA KORREKTNO, TO ESTX MOVET BYTX PODOBNYM OBRAZOM WWEDENO. pRI\TOM TAKOJ PODHOD K WWEDENI@ DLINY OTREZKA NE QWLQETSQ EDINSTWENNYM,W RQDE [KOLXNYH U^EBNIKOW NABL@DAETSQ INOJ PODHOD.oBOZNA^AETSQ DLINA OTREZKA AB : jABj,jABj def= �(A;B) | OBOZNA^ENIE RASSTOQNIQ MEVDU TO^KAMI A I B.sOWER[ENNO ANALOGI^NO WWODITSQ PONQTIE WELI^INY (MERY) UGLA. pRI\TOM RAWNYMI UGLAMI NAZYWA@TSQ UGLY, KOTORYE MOGUT BYTX SOWME]ENY(MOGUT SOWPASTX) PRI NALOVENII. pRI \TOM SOWPADUT STORONY UGLOW I IHWNUTRENNIE OBLASTI.sUMMOJ DWUH NENULEWYH UGLOW (IH STORONY | NESOWPADA@]IE LU^I)\COA I \BOC NAZYWAETSQ UGOL \BOA (ON MOVET BYTX OBOZNA^EN I KAK\AOB), O | WER[INA UGLOW, TO^KI A, B I C LEVAT NA RAZLI^NYH STORONAHSOOTWETSTWU@]IH UGLOW, PRI^EM LU^ OC PROHODIT WO WNUTRENNEJ OBLASTIUGLA \AOB.pRI \TOM OTREZOK UGOL \AOB S^ITAETSQ PO OPREDELENI@ BOLX[E KAV-DOGO IZ UGLOW \AOC I \COB, A KAVDYJ IZ NIH W SWO@ O^EREDX S^ITA@TSQMENX[E UGLA \AOB.6* pRI PODOBNOM PODHODE K POSTROENI@ KURSA GEOMETRII "NALOVENIE" QWLQETSQ PER-WI^NYM PONQTIEM, A OTNO[ENIE RAWENSTWA| OPREDELQETSQ.7** sUMMOJ DWUH NENULEWYH OTREZKOW AC I CB NAZYWAETSQ OTREZOK AB, GDE TO^KAC LEVIT MEVDU TO^KAMI A I B (NA PRQMOJ (AB)), PRI \TOM OTREZOK AB S^ITAETSQ POOPREDELENI@ BOLX[E KAVDOGO IZ OTREZKOW AC I CB, A KAVDYJ IZ NIH W SWO@ O^EREDXS^ITA@TSQ MENX[E OTREZKA AB. sUMMOJ PROIZWOLXNYH OTREZKOW DE I FG S^ITAETSQOTREZOK, RAWNYJ SUMME OTREZKOW AC I CB, GDE TO^KA C LEVIT MEVDU TO^KAMI A I B NAPRQMOJ AB I SOOTWETSTWENNO DE = AC, FG = CB.105



eSLI \AOB+\BOA0 = \AOA0, GDE \AOA0 | RAZWERNUTYJ UGOL (UGOL,OBRAZOWANNYJ WZAIMNO DOPOLNITELXNYMI LU^AMI, W KA^ESTWE WNUTRENNEJOBLASTI \TOGO UGLA BERETSQ ODNA IZ POLUPLOSKOSTEJ OTNOSITELXNO PRQMOJ,SODERVA]EJ UKAZANNYE LU^I), TO \AOB I \BOA0 NAZYWA@TSQ SMEVNYMI.uGLY \AOB I \B0OA0, GDE PARY LU^EJ OA, OA0 I OB, OB0 QWLQ@TSQWZAIMNO DOPOLNITELXNYMI, NAZYWA@TSQ WERTIKALXNYMI.sUMMA PROIZWOLXNYH UGLOW \DEF I \GHJ S^ITAETSQ RAWNOJ UGLU\AOB, GDE \DEF = \AOC, \GHJ = \COB, GDE LU^ OC PROHODIT WOWNUTRENNEJ OBLASTI UGLA \AOC.mERA NULEWOGO UGLA (UGLA, OBRAZOWANNOGO SOWPADA@]IMI LU^AMI S OT-SUTSTWU@]EJ WNUTRENNEJ OBLASTX@) S^ITAETSQ RAWNOJ NUL@ (^ISLU 0).nULEWYE UGLY PO OPREDELENI@ S^ITA@TSQ RAWNYMI I SUMMA L@BOGO UGLAI NULEWOGO UGLA S^ITAETSQ RAWNOJ DANNOMU UGLU. kAVDYJ NENULEWOJ UGOLS^ITAETSQ PO OPREDELENI@ BOLX[E NULEWOGO UGLA, A W SWO@ O^EREDX NULEWOJUGOL S^ITAETSQ PO OPREDELENI@ MENX[E NENULEWOGO UGLA.uGOL, RAWNYJ SWOEMU SMEVNOMU UGLU, NAZYWAETSQ PRQMYM, UGOL, BOLX[ENULEWOGO UGLA, NO MENX[E PRQMOGO UGLA NAZYWAETSQ OSTRYM, UGOL, BOLX[EPRQMOGO UGLA, NO MENX[E RAZWERNUTOGO UGLA NAZYWAETSQ TUPYM.RIS. 3.12 A RIS. 3.12 B RIS. 3.12 WnA RIS. 3.12 A \AOB I \A0OB | SMEVNYE, \AOB | OSTRYJ, \A0OB| TUPOJ, NA RIS. 3.12 B \AOB I \A0OB | PRQMYE UGLY, NA RIS. 3.12 W\1, \3 I \2, \4 | PARY WERTIKALXNYH UGLOW.nAIBOLEE RASPROSTRANENNYMI MERAMI UGLOW QWLQ@TSQ: GRADUSNAQ ME-RA, EDINICEJ IZMERENIQ W NEJ (UGOL W 1�) QWLQETSQ 1=90 ^ASTX PRQMOGOUGLA I RADIANNAQ MERA UGLA, EDINICA IZMERENIQ W NEJ (UGOL W 1 RADIAN)| CENTRALXNYJ UGOL (ON OBRAZOWAN DWUMQ LU^AMI, SODERVA]IMI RADIU-SY OKRUVNOSTI S WER[INOJ W CENTRE OKRUVNOSTI) TAKOJ, ^TO DLINA DUGIOKRUVNOSTI, RASPOLOVENNOJ WNUTRI NEGO, RAWNA RADIUSU OKRUVNOSTI.w RAZDELE "tRIGONOMETRIQ" PRIWODQTSQ SOOTNO[ENIQ, WYRAVA@[IE GRA-DUSNU@ I RADIANNU@ MERY UGLA MEVDU SOBOJ.oBOZNA^AETSQ WELI^INA UGLA \AOB : \AOB.pUSTX IME@TSQ TRI POLOVITELXNYH ^ISLA a, b I c. gOWORQT, ^TO ^ISLO cESTX SREDNEE PROPORCIONALXNOE MEVDU ^ISLAMI a I b, ESLI a : c = c : b.sRAZU OTMETIM, ^TO RAWENSTWO a : c = c : b , c2 = a � b, c = pa � b, TOESTX c ESTX SREDNEE GEOMETRI^ESKOE DWUH ^ISEL a I b.106



tEOREMA 1. eSLI IZ WER[INY PRQMOGO UGLA PRQMOUGOLXNOGO TREUGOLX-NIKA NA PRQMU@, SODERVA]U@ EGO GIPOTENUZU, PROWEDEN PERPENDIKULQR,TO OSNOWANIE \TOGO PERPENDIKULQRA QWLQETSQ WNUTRENNEJ TO^KOJ GIPO-TENUZY. dOKAZATELXSTWOpOSKOLXKU OBA WNUTRENNIE UGLA PRQMOUGOLXNOGO TREUGOLXNIKA (POMIMOPRQMOGO UGLA) QWLQ@TSQ OSTRYMI, TO \TO OSNOWANIE PERPENDIKULQRA NA-HODITSQ NA KAVDOM IZ LU^EJ S NA^ALOM KAK W ODNOM, TAK I W DRUGOM KONCEGIPOTENUZY. a \TO I OZNA^AET, ^TO ONO LEVIT MEVDU KONCAMI GIPOTENUZY,TO ESTX QWLQETSQ EE WNUTRENNEJ TO^KOJ. tEOREMA 1 DOKAZANA.oPREDELENIE 1. tREUGOLXNIK NAZYWAETSQ PRQMOUGOLXNYM, ESLI U NEGOESTX WNUTRENNIJ PRQMOJ UGOL. sTORONA, PROTIWOLEVA]AQ PRQMOMU UGLU,NAZYWAETSQ GIPOTENUZOJ, A OSTALXNYE STORONY KATETAMI.tEOREMA 2. pUSTX a; b | DLINY KATETOW, c | DLINA GIPOTENUZY PRQ-MOUGOLXNOGO TREUGOLXNIKA, hc | DLINA WYSOTY, PROWENNOJ IZ WER[INYPRQMOGO UGLA NA GIPOTENUZU, ca | DLINA PROEKCII KATETA DLINY a NAGIPOTENUZU, cb | DLINA PROEKCII KATETA DLINY b NA GIPOTENUZU. tOGDAhcca = cbhc , h2c = ca � cb , hc = pca � cb ; (1)caa = ac , a2 = c � ca , a = pc � ca ; (2)cbb = bc , b2 = c � cb , b = pc � cb : (3)w SOOTWETSTWII S OPREDELENIEM 1 UTWERVDENIQ TEOREMY OZNA^A@T, ^TO:1) DLINA WYSOTY, PROWEDENNOJ IZ WER[INY PRQMOGO UGLA NA GIPOTENU-ZU, ESTX SREDNQQ PROPORCIONALXNAQ MEVDU DLINAMI OTREZKOW, NA KOTORYEOSNOWANIE \TOJ WYSOTY RAZBIWAET GIPOTENUZU (W FORMULIROWKE TEOREMYMY NAZWALI \TI OTREZKI PROEKCIQMI KATETOW NA GIPOTENUZU);2) DLINA KAVDOGO KATETA ESTX SREDNQQ PROPORCIONALXNAQ MEVDU DLI-NOJ GIPOTENUZY I DLINOJ PROEKCII \TOGO KATETA NA GIPOTENUZU.RIS. 3.12dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.12. pUSTX W TREUGOLXNIKE ABC \C | PRQMOJ, CD ? AB(D 2 (AB)), PO DOKAZANNOMU W TEOREME 1 TO^KA D | OSNOWANIE PERPENDI-107



KULQRA, PROWEDENNOGO IZ WER[INY PRQMOGO UGLA C NA GIPOTENUZU, QWLQETSQWNUTRENNEJ TO^KOJ OTREZKA (GIPOTENUZY) AB. sLEDOWATELXNO, RASSMATRI-WAQ PRQMOUGOLXNYE 4ACD I 4ACB, U KOTORYH SOOTWETSTWENNO \ADC I\ACB | PRQMYE, W SILU RAWENSTWA PRQMOMU UGLU SUMMY OSTRYH WNUTREN-NIH UGLOW W PRQMOUGOLXNOM TREUGOLXNIKE IMEEM : \ACD +\CAD == \CBD+\CAD, OTKUDA \ACD = \CBD. sOWER[ENNO ANALOGI^NO, RAS-SMATRIWAQ PRQMOUGOLXNYE 4BCD I 4ACB, DOKAVEM, ^TO \BCD == \CAD. dALEE, DOKAZATELXSTWO TEOREMY MOVNO PROWODITX DWOQKIM OB-RAZOM. rASSMATRIWAQ 4ACD I 4CBD, POLU^IM, ^TO ONI PODOBNY, KAKIME@]IE RAWNYE OSTRYE WNUTRENNIE UGLY, IZ RAWENSTWA OTNO[ENIJ DLINIH SHODSTWENNYH STORON WYTEKA@T DOKAZYWAEMYE RAWENSTWA (1); ZATEM RAS-SMATRIWAQ 4ACD I 4ABC, POLU^IM, ^TO ONI PODOBNY, KAK IME@]IE OB-]IJ OSTRYJ WNUTRENNIJ UGOL (\A), IZ RAWENSTWA OTNO[ENIJ DLIN IH SHOD-STWENNYH STORON WYTEKA@T DOKAZYWAEMYE RAWENSTWA (3); NAKONEC, RASSMAT-RIWAQ 4BCD I 4BAC, POLU^IM, ^TO ONI PODOBNY, KAK IME@]IE OB]IJOSTRJ WNUTRENNIJ UGOL (\B), TAKVE IZ RAWENSTWA OTNO[ENIJ DLIN IH SHOD-STWENNYH STORON WYTEKA@T DOKAZYWAEMYE RAWENSTWA (2).wTOROJ SPOSOB. pO DOKAZANNOMU\ACD =\CBD = �;\BCD =\CAD = �,OTKUDA (SM. RIS. 3.12) IZ PRQMOUGOLXNYH 4BCD I 4ACDtg � = hcca = cbhc ) (1) ;IZ PRQMOUGOLXNYH 4ACD I 4ABC : cos� = cbb = bc ) (3) ;IZ PRQMOUGOLXNYH 4BCD I 4ABC : cos � = caa = ac ) (2).tEOREMA 2 POLNOSTX@ DOKAZANA.sLEDSTWIE. oTNO[ENIE KWADRATOW DLIN KATETOW RAWNO OTNO[ENI@DLIN IH PROEKCIJ NA GIPOTENUZU.|TO UTWERVDENIE SLEDUET IZ (2) I (3) SLEDU@]IM OBRAZOM:a2 = c � ca ; b2 = c � cb ) a2b2 = c � cac � cb = cacb .tEOREMA 3 (pIFAGORA). w L@BOM PRQMOUGOLXNOM TREUGOLXNIKE KWADRATDLINY GIPOTENUZY RAWEN SUMME KWADRATOW DLIN EGO KATETOW, TO ESTX,ESLI a I b | DLINY EGO KATETOW, A c | DLINA EGO GIPOTENUZY, TOc2 = a2 + b2. dOKAZATELXSTWOwOSPOLXZOWAW[ISX REZULXTATOM PREDYDU]EJ TEOREMY, PO^LENNO SKLA-DYWAQ RAWENSTWA a2 = c�ca ; b2 = c�cb, POLU^IM S U^ETOM TOGO, ^TO ca+cb = c,a2 + b2 = c � (ca + cb) = c � c = c2. tEOREMA 3 DOKAZANA.sLEDSTWIE. iMEET MESTO RAWENSTWO sin2 �+ cos2� = 1, GDE � | WELI-^INA OSTROGO UGLA PRQMOUGOLXNOGO TREUGOLXNIKA (OSNOWNOE TRIGONOMET-RI^ESKOE TOVDESTWO). 108



iZ OPREDELENIJ SINUSA (sin� def= a=c) I KOSINUSA (cos� def= b=c) (SM. RIS.3.12) WELI^INY OSTROGO UGLA PRQMOUGOLXNOGO TREUGOLXNIKA WYTEKAET, ^TOsin2 �+ cos2� = a2c2 + b2c2 = a2 + b2c2 = c2c2 = 1.tEOREMA 4 (OBRATNAQ TEOREMA pIFAGORA). eSLI W TREUGOLXNIKE SUMMAKWADRATOW DLIN DWUH STORON RAWNA KWADRATU DLINY TRETXEJ STORONY,TO TREUGOLXNIK | PRQMOUGOLXNYJ.dOKAZATELXSTWOpUSTX W 4ABC jABj2 = jACj2 + jBCj2, DOKAVEM, ^TO \C | PRQMOJ.dLQ \TOGO RASSMOTRIM 4A0B0C0, U KOTOROGO A0C0 = AC; B0C0 = BC I \C0| PRQMOJ. tAKOJ TREUGOLXNIK MOVNO POSTROITX, WYBIRAQ NA NEKOTOROJPRQMOJ TO^KU C0, OTKLADYWAQ NA KAKOM-NIBUDX EE LU^E S NA^ALOM W TO^KEC0 OTREZOK C0A0 = CA, ZATEM PROWODIM LU^, PERPENDIKULQRNYJ PRQMOJ(C 0A0), NA \TOM LU^E S NA^ALOM W TO^KEC0 OTKLADYWAEM OTREZOKC0B0 = CB,SOEDINQEM OTREZKOM TO^KI A0 I B0. 4A0B0C0 | PRQMOUGOLXNYJ S PRQMYMUGLOM \C0, W SILU TEOREMY pIFAGORA jA0B0j2 = jA0C0j2 + jB0C0j2 == jACj2 + jBCj2 = jABj2 , jA0B0j = jABj. pOLU^ILI, ^TO 4ABC == 4A0B0C0 (PO TREM STORONAM), SLEDOWATELXNO, \C = \C0, A POTOMU \C |PRQMOJ I 4ABC | PRQMOUGOLXNYJ. tEOREMA 4 DOKAZANA.zAME^ANIE. uTWERVDENIE OBRATNOJ TEOREMY pIFAGORA MOVNO POLU^ITXI IZ TEOREMY KOSINUSOW (SM. NIVE, P. 3:4).������������������������������������������3:3. sWOJSTWO OTREZKOW, NA KOTORYE BISSEKTRISA TREUGOLXNIKADELIT PROTIWOPOLOVNU@ STORONUoPREDELENIQ TREUGOLXNIKA I BISSEKTRISY TREUGOLXNIKA SM. SOOTWET-STWENNO W P. 3:1.tEOREMA 1. eSLI W TREUGOLXNIKE ABC PROWEDENA BISSEKTRISA UGLA A,AD, TO ONA DELIT PROTIWOLEVA]U@ WER[INE A STORONU BC NA OTREZKIBD I DC, PROPORCIONALXNYE PRILEVA]IM WER[INE A STORONAM ABI AC, TO ESTX jABjjBDj = jACjjCDj , jABjjACj = jBDjjCDj ; D 2 BC.RIS. 3.13 A RIS. 3.13 B RIS. 3.13 W109



dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.13 A. ~EREZ TO^KU C PROWEDEM PRQMU@ (CE) k (AD), ETO^KA PERESE^ENIQ PRQMYH (CE) I (BA). tAKAQ TO^KA E SU]ESTWUET WSILU PARALLELXNOSTI (AD) I (CE), TOGO ^TO A � (AD) \ (BE) I SLED-STWIQ IZ AKSIOMY PARALLELXNOSTI PRQMYH (SM. P. 3:5). tAK KAK AD |BISSEKTRISA UGLA A (STALO BYTX, LU^, PROHODQ]IJ WNUTRI UGLA A), D �(AD) \ (BC), STALO BYTX, TO^KA D LEVIT MEVDU TO^KAMI B I C. sLE-DOWATELXNO, TO^KA A LEVIT MEVDU TO^KAMI B I E. 4BAD � 4BEC,POTOMU jBDj : jDCj = jBAj : jAEj. w SILU SWOJSTW PARALLELXNOSTI PRQ-MYH WYTEKAET, ^TO \ACE = \CAD KAK WNUTRENNIE NAKREST LEVA]IEPRI (CE) k (AD) I SEKU]EJ (AC), \BAD = \BEC KAK SOOTWETSTWEN-NYE PRI (CE) k (AD) I SEKU]EJ (BE). pO USLOWI@ \BAD = \CAD, SLE-DOWATELXNO W SILU SWOJSTWA TRANZITIWNOSTI OTNO[ENIQ RAWENSTWA UGLOW\ACE = \AEC, A POTOMU W SILU PRIZNAKA RAWNOBEDRENNOGO TREUGOLXNIKA4CAE | RAWNOBEDRENNYJ, U KOTOROGO AC = AE, OTKUDA jACj = jAEj.sLEDOWATELXNO, W SILU RAWENSTWA jBDj : jDCj = jBAj : jAEj POLU^AEM RA-WENSTWA jABjjACj = jBDjjCDj , jABjjBDj = jACjjCDj .tEOREMA 1 DOKAZANA. sPRAWEDLIWA I TEOREMA, OBRATNAQ TEOREME 1.tEOREMA 10. eSLI W PLOSKOM TREUGOLXNIKE ABC PROWEDEN OTREZOK ADTAKOJ, ^TO D 2 BC, (D | WNUTRENNQQ TO^KA STORONY BC I WYPOLNQET-SQ SOOTNO[ENIE jABjjACj = jBDjjCDj , TO AD | BISSEKTRISA TREUGOLXNIKA ABC,PROWEDENNAQ IZ EGO WER[INY B. dOKAZATELXSTWOsHEMA RASSUVDENIJ ANALOGI^NA, NAPRIMER, OBOSNOWANI@ PROHOVDENIQMEDIANY TREUGOLXNIKA ^EREZ TO^KU PERESE^ENIQ DWUH DRUGIH EGO MEDIAN.pROWODQ IZ WER[INY A BISSEKTRISU TREUGOLXNIKA AD0, POLU^IM, ^TO D0| WNUTRENNQQ TO^KA STORONY BC I PO DOKAZANNOMU W TEOREME 1 IMEEMjABjjACj = jBD0jjCD0j . sOPOSTAWLQQ \TO S RAWENSTWOM jABjjACj = jBDjjCDj , NETRUDNOPOLU^ITX, ^TO jBDj = jBD0j, STALO BYTX, BD = BD0, A POTOMU D0 � D.sLEDOWATELXNO, AD | BISSEKTRISA 4ABC, PROWEDENNAQ IZ EGO WER[INYB. tEOREMA 10 DOKAZANA.mOVNO DOKAZATX TEOREMU, WYRAVA@]U@ ANALOGI^NOE SWOJSTWO BISSEK-TRISY WNE[NEGO UGLA TREUGOLXNIKA.tEOREMA 2. eSLI W TREUGOLXNIKE ABC STORONY AB I AC NE RAWNY, TOBISSEKTRISA AD EGO WNE[NEGO UGLA A PERESEKAET PRQMU@ (BC) W TO^KED, QWLQ@]EJSQ WNE[NEJ TO^KOJ OTREZKA BC TAKOJ, ^TO RASSTOQNIQ OTTO^KI D DO TO^EK A I C PROPORCIONALXNY DLINAM STORON AB I AC, TOESTX 110



jBDjjABj = jCDjjACj , jABjjACj = jBDjjCDj .eSLI VE AB = AC, TO BISSEKTRISA WNE[NEGO UGLA A PARALLELXNA BC.dOKAZATELXSTWO MOVNO NAJTI W KNIGE [1], E]E W U^EBNIKE GEOMETRII a.p.kISELEWA I DR. ISTO^NIKAH. sM. ILL@STRACI@ \TOJ TEOREMY NA RIS. 3.13 BI W. nA RIS. 3.13 B PROILL@STRIROWAN SLU^AJ, KOGDA STORONA AC MENX[ESTORONY AB.pRIWEDEM (S WYWODOM) DWE FORMULY, WYRAVA@]IE DLINU BISSEKTRISYUGLA TREUGOLXNIKA, ODNU IZ NIH SEJ^AS, DRUGU@ W SLEDU@]EM PUNKTE.RIS. 3.13 GsM. RIS. 3.13 G. b = jACj; a = jBCj; lc = jCDj;\ACD =\BCD == 
=2. sOGLASNO FORMULE WY^ISLENIQ PLO]ADI TREUGOLXNIKA PO IZWESTNYMDLINAM EGO STORON I WELI^INE UGLA MEVDU NIMI, PRIMENQQ FORMULU SINUSADWOJNOGO ARGUMENTA, POLU^IM:S4ACB = S4ACD + S4BCD , ab sin
2 = blc sin 
=22 + alc sin 
=22 ,, ab sin 
2 cos 
2 = (a+ b)lc sin
=22 , fsin 
2 > 0g , lc = 2ab(a + b) cos 
2 .zAME^ANIE. pRI WYWODE \TOJ FORMULY DLQ DLINY BISSEKTRISY TRE-UGOLXNIKA BYLO ISPOLXZOWANO TRETXE USLOWIE, FIGURIRU@]EE W OPREDELE-NII PLO]ADI PLOSKOJ FIGURY (ONA PREDSTAWLQET SOBOJ MNOVESTWO WSEH TO-^EK EE GRANICY, OB_EDINENNOE SO WSEMI EE WNUTRENNIMI TO^KAMI), KOTOROEIMEET WID.pLO]ADX@ PLOSKOJ FIGURY NAZYWAETSQ POSTAWLENNOE EJ W SOOTWET-STWIE POLOVITELXNOE DEJSTWITELXNOE ^ISLO, OBLADA@]EE SLEDU@]IMISWOJSTWAMI:1) SU]ESTWUET PLOSKAQ FIGURA PLO]ADI, RAWNOJ 1 (EDINICA IZMERE-NIQ), TAKOJ FIGUROJ QWLQETSQ KWADRAT, IME@]IJ RAWNU@ 1 (EDINICE IZ-MERENIQ DLIN) DLINU STORONY;2) RAWNYE PLOSKIE FIGURY IME@T RAWNYE PLO]ADI;3) ESLI PLOSKAQ FIGURA RAZBIWAETSQ NA ^ASTI (PLOSKIE FIGURY), NI-KAKIE DWE IZ KOTORYH NE IME@T OB]IH WNUTRENNIH TO^EK, TO PLO]ADX\TOJ PLOSKOJ FIGURY RAWNA SUMME PLO]ADEJ EE ^ASTEJ.111



pRI \TOM PLO]ADX FIGURY, SOSTOQ]EJ IZ KONE^NOGO KOLI^ESTWA TO^EK,OTREZKOW, DUG, LINIJ I T.P., PO OPREDELENI@ S^ITAETSQ RAWNOJ NUL@.������������������������������������������3:4. tEOREMY KOSINUSOW I SINUSOW DLQ TREUGOLXNIKA. pRIMENE-NIQ TEOREMY KOSINUSOW.oPREDELENIQ TREUGOLXNIKA I KOSINUSA WELI^INY UGLA W TREUGOLXNIKESM. SOOTWETSTWENNO W PREDYDU]IH PUNKTAH I RAZDELE "tRIGONOMETRIQ".tEOREMA 1 (KOSINUSOW). w PROIZWOLXNOM TREUGOLXNIKE KWADRAT DLINYSTORONY RAWEN SUMME KWADRATOW DLIN DWUH DRUGIH STORON MINUS UDWOENNOEPROIZWEDENIE DLIN \TIH STORON NA KOSINUS WELI^INY UGLA MEVDU NIMI.c2 = a2 + b2 � 2ab cos 
,GDE 
 | WELI^INA UGLA, PROTIWOLEVA]EGO STORONE S DLINOJ c, a I b |DLINY DRUGIH STORON TREUGOLXNIKA.RIS. 3.14 A RIS. 3.14 B RIS. 3.14 WdOKAZATELXSTWOpUSTX W 4ABC 
 =\ACB. rASSMOTRIM PQTX SLU^AEW. oTMETIM, ^TONA RIS. 3.14 A, B, W, G, D OBOZNA^ENIQ a; b; c; a0; b0; c0; h OZNA^A@T DLINYSOOTWETSTWU@]IH OTREZKOW.sM. RIS. 3.14 A. \C I \B | OSTRYE, TOGDA OSNOWANIE WYSOTY AD4ABC, PROWEDENNOJ IZ WER[INY A NA PRQMU@ (CB), LEVIT NA STORONECB. |TO DOKAZYWAETSQ TO^NO TAKVE, KAK I TEOREMA 1 W P. 3:2. iZ PRQMO-UGOLXNOGO 4ADB PO TEOREME pIFAGORA h2 = c2 � (c0)2, A TAK KAK TO^KA DLEVIT MEVDU TO^KAMI B I C, TO c0 = a � b0. s DRUGOJ STORONY, IZ PRQMO-UGOLXNOGO 4ACD PO TEOREME pIFAGORA h2 = b2 � (b0)2 I PO OPREDELENI@KOSINUSA WELI^INY OSTROGO UGLA b0 = b cos 
. sLEDOWATELXNO,c2 � (a � b0)2 = b2 � (b0)2 , c2 � a2 + 2ab0 � (b0)2 = b2 � (b0)2 ,, c2 = a2 + b2 � 2ab0 = a2 + b2 � 2ab cos 
.sM. RIS. 3.14 B. \C | OSTRYJ, \B | TUPOJ, TOGDA SMEVNYJ S NIM\ABD | OSTRYJ. w SILU TEOREMY 1 P. 3:2 OSNOWANIE D WYSOTYAD 4ABCI 4ABD, PROWEDENNOJ IZ WER[INY A NA PRQMU@ (CB), LEVIT NA LU^E BD,DOPOLNITELXNOM LU^U BC. sLEDOWATELXNO, TO^KA B LEVIT MEVDU TO^KAMIC I D. iZ PRQMOUGOLXNOGO 4ACD PO TEOREME pIFAGORA h2 == b2� (b0)2, A TAK KAK TO^KA B LEVIT MEVDU TO^KAMI C I D, TO c0 = b0� a.pO OPREDELENI@ KOSINUSA WELI^INY OSTROGO UGLA b0 = b cos 
. s DRUGOJSTORONY, IZ PRQMOUGOLXNOGO 4ABD PO TEOREME pIFAGORA h2 = c2 � (c0)2.112



sLEDOWATELXNO, b2 � (b0)2 = c2 � (c0)2 , c2 = (c0)2 + b2 � (b0)2 ,, c2 = (b0 � a)2 + b2 � (b0)2 = (b0)2 + a2 � 2ab0 + b2 � (b0)2 ,, c2 = a2 + b2 � 2ab cos 
.sM. NIVE RIS. 3.14 G. \C | OSTRYJ, \B | PRQMOJ, TOGDA PO OPREDELE-NI@ KOSINUSA WELI^INY OSTROGO UGLA PRQMOUGOLXNOGO TREUGOLXNIKA I TEO-REME pIFAGORA a = b cos 
 I c2 = b2�a2 = b2+a2�2a2 = a2+b2�2ab cos 
.sM. WY[E RIS. 3.14 W. \C | TUPOJ, TOGDA SMEVNYJ S NIM \BCD |OSTRYJ I \A | OSTRYJ. w SILU TEOREMY 1 P. 3:2 OSNOWANIE D WYSOTY BD4ABC I 4CBD, PROWEDENNOJ IZ WER[INY B NA PRQMU@ (AC), LEVIT NALU^E CD, DOPOLNITELXNOM LU^U CA. sLEDOWATELXNO, TO^KA C LEVIT MEVDUTO^KAMI A I D. iZ PRQMOUGOLXNOGO 4CBD PO TEOREME pIFAGORA h2 == a2 � (a0)2, A TAK KAK TO^KA C LEVIT MEVDU TO^KAMI A I D, TO c0 == a0 + b. pO OPREDELENI@ KOSINUSA WELI^INY OSTROGO UGLA I SOOTNO[ENI@MEVDU KOSINUSAMI WELI^IN SMEVNYH UGLOW a0 = a cos(180� � 
�) == �a cos 
� = �a cos 
. s DRUGOJ STORONY, IZ PRQMOUGOLXNOGO 4ABD POTEOREME pIFAGORA h2 = c2 � (c0)2. sLEDOWATELXNO, a2 � (a0)2 = c2 � (c0)2 ,, c2 = (c0)2 + a2 � (a0)2 , c2 = (a0 + b)2 + a2 � (a0)2 == (a0)2 + 2a0b+ b2 + a2 � (a0)2 , c2 = a2 + b2 � 2ab cos 
.sM. RIS. 3.14 D. \C | PRQMOJ, PO TEOREME pIFAGORA c2 = a2 + b2. tAKKAK cos 
 = 0 (
 = bC = 90�), TO RAWENSTWO c2 = a2 + b2 � 2ab cos 
 BUDETSPRAWEDLIWO I W \TOM SLU^AE. tEOREMA KOSINUSOW POLNOSTX@ DOKAZANA.sLEDSTWIE 1. s POMO]X@ TEOREMY KOSINUSOW MOVNO DOKAZATX SWOJSTWO6 PARALLELOGRAMMA (SM. NIVE P. 3:6) sUMMA KWADRATOW DLIN DIAGONALEJPARALLELOGRAMMA RAWNA SUMME KWADRATOW DLIN EGO STORON.RIS. 3.14 G RIS. 3.14 D RIS. 3.14 EdOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.14 E. w SILU SWOJSTW PARALLELOGRAMMA (SM. TEOREMU 4 P. 3:7)bA + bB = 180�, jADj = jBCj; jABj = jCDj. pO TEOREME KOSINUSOW DLQTREUGOLXNIKOW ABC I ABDjACj2 = jABj2 + jBCj2 � 2jABj � jBCj � cos( bB);jBDj2 = jABj2 + jADj2 � 2jABj � jADj � cos( bA):sKLADYWAQ PO^LENNO \TI RAWENSTWA, S U^ETOM jADj = jBCj; jABj = jCDj Icos( bB) = � cos( bA) POLU^IM: jACj2+jBDj2 = jABj2+jABj2+jBCj2+jADj2 == jABj2 + jCDj2 + jBCj2 + jADj2. sLEDSTWIE 1 DOKAZANO.sLEDSTWIE 2. iMEET MESTO FORMULA DLQ WY^ISLENIQ DLINY MEDIANY113



TREUGOLXNIKA, WYRAVENNOJ ^EREZ DLINY EGO STORON (SM. RIS. 3.14 Z NA PRI-MERE WY^ISLENIE DLINY MEDIANY TREUGOLXNIKA, PROWEDENNOJ K EGO STORONEDLINY b) mb = p2a2 + 2c2 � b22 :|TO RAWENSTWO POLU^AETSQ, ESLI DOSTROITX TREUGOLXNIK NA UKAZANNOMRIS. DO PARALLELOGRAMMA, DIAGONALQMI KOTOROGO BUDUT STORONA AC S DLI-NOJ b I UDWOENNAQ MEDIANA \TOGO TREUGOLXNIKA, DLINA KOTOROJ BUDET 2mb,IZ RAWENSTWA (2mb)2 + b2 = 2a2 + 2c2.RIS. 3.14 V RIS. 3.14 ZnA OSNOWE TEOREMY KOSINUSOW DOKAVEM FORMULU, WYRAVA@]U@ DLINUBISSEKTRISY UGLA W TREUGOLXNIKE ^EREZ DLINY EGO STORON (SM. RIS. 3.14 V).nA \TOM RIS a; c; ba; bc; b = ba + bc | DLINY SOOTWETSTWU@]IH STORON4ABC; 4ABB1 I 4CBB1, lb | DLINA MEDIANY 4ABC, PROWEDENNOJ IZWER[INY B: l2b = ac� babc.dOKAZATELXSTWO. iZ TEOREMY KOSINUSOW DLQ 4ABB1 I 4CBB1 SLEDUET� b2c = c2 + l2b � 2lbc cos � ;b2a = a2 + l2b � 2lba cos � :uMNOVAQ PERWOE RAWENSTWO NA a, WTOROE NA b I ZATEM WY^ITAQ IZ PERWOGORAWENSTWA WTOROE, POLU^AEM b2ca� b2ac = ac2�a2c� l2b (c�a). u^ITYWAQ, ^TOW SILU SWOJSTWA BISSEKTRISY UGLA TREUGOLXNIKA (SM. P. 3:3) bc � a = ba � c,OTKUDA l2b (a�c) = (ac�babc)(a�c). eSLI a 6= c, TO, DELQ POSLEDNEE RAWENSTWONA a � c, IMEEM l2b = ac � babc, ESLI VE a = c, TO ba = bc = b=2, I POTOMUl2b = a2 � b2=4 = ac� babc, ^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX.iZ POLU^ENNOGO SOOTNO[ENIQ, PRIMENENNOGO K DLINE BISSEKTRISY la TRE-UGOLXNIKA ABC (SM. RIS. 3.14 Z), POLU^AEM S U^ETOM WYRAVENIJ DLQ DLINOTREZKOW jBEj = ca = acb+ c I jECj = cb = abb+ c SLEDU@]EE WYRAVENIE DLQla: l2a = bc"1�� ab+ c�2# ILI la = pbc(b+ c� a)(b+ c + a)b+ c .pRIMENQQ TEOREMU KOSINUSOW, MOVNO WYWESTI FORMULU gERONA WYRAVE-NIQ PLO]ADI TREUGOLXNIKA ^EREZ DLINY EGO STORON. pRI \TOM MY, U^ITY-WAQ, ^TO � | WELI^INA UGLA TREUGOLXNIKA, STALO BYTX, 0� < �� < 180�,A POTOMU sin� > 0, ISPOLXZUEM SOOTNO[ENIE, WYTEKA@]EE IZ OSNOWNOGOTRIGONOMETRI^ESKOGO TOVDESTWA sin� = +p1� cos2 �. sM. RIS. 3.14 Z.114



S4ABC = bc sin�2 = bcp1� cos2 �2 = bcp1� (b2 + c2 � a2)2=4b2c22 == p4b2c2 � (b2 + c2 � a2)24 = p(2bc� b2 � c2 + a2)(2bc+ b2 + c2 � a2)4 == p(a2 � (b� c)2)((b + c)2 � a2)4 = p(a + c� b)(a+ b� c)(b+ c� a)(a+ b+ c)4 .pOPUTNO MY POLU^AEM WYRAVENIE DLQ DLINY WYSOTY TREUGOLXNIKAABC,PROWEDENNOJ IZ EGO WER[INY B K EGO PROTIWOLEVA]EJ STORONE DLINY bhb = 2S4ABCb , OTKUDA hb = p(a+ c� b)(a + b� c)(b+ c � a)(a + b+ c)2b .wWEDEM OBOZNA^ENIQ: P = a + b + c | PERIMETR TREUGOLXNIKA (SUMMADLIN EGO STORON), p = a+ b+ c2 | POLUPERIMETR TREUGOLXNIKA, TOGDAa+ b� c = a+ b+ c� 2c = 2p� 2c = 2(p� c), ANALOGI^NO a+ c� b == 2(p� b), b+ c�a = 2(p�a), a+ b+ c = 2p. pODSTAWLQQ IH W POLU^ENNU@WY[E FORMULU DLQ PLO]ADI TREUGOLXNIKAABC, POLU^AEM FORMULUgERONAPLO]ADI TREUGOLXNIKA, WYRAVENNU@ ^EREZ DLINY EGO STORONS4ABC =pp(p� a)(p � b)(p� c),GDE p | POLUPERIMETR \TOGO TREUGOLXNIKA.pRI \TOM SLEDUET OTMETITX, ^TO W SILU NERAWENSTWA TREUGOLXNIKAa+ b > c; a+ c > b; b+ c > a, OTKUDA p� a > 0; p� b > 0; p � c > 0.zAME^ANIE. wY[E, W P. 3:2 OTME^ALOSX, ^TO SPRAWEDLIWOSTX OBRATNOJTEOREMY pIFAGORA MOVNO POLU^ITX I IZ TEOREMY KOSINUSOW. |TO POLU^A-ETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM: ESLI a, b, c | DLINY STORON TREUGOLXNIKA, I 
| WELI^INA UGLA MEVDU STORONAMI DLIN a, b (ILI UGLA, PROTIWOLEVA]E-GO STORONE S DLINOJ c), TO PO TEOREME KOSINUSOW DLQ \TOGO TREUGOLXNIKAc2 = a2+ b2�2ab cos 
 I RAWENSTWA c2 = a2+ b2 POLU^AEM, ^TO TAK KAK a > 0I b > 0 cos 
 = 0. sLEDOWATELXNO, 
 = 90�, A POTOMU UGOL MEVDU STORONAMIDLIN a, b | PRQMOJ, SLEDOWATELXNO TREUGOLXNIK | PRQMOUGOLXNYJ.tEOREMA 2 (SINUSOW). sTORONY TREUGOLXNIKA PROPORCIONALXNY SINU-SAM WELI^IN PROTIWOLEVA]IH UGLOW, PRI^EM OTNO[ENIE DLINY STORONYTREUGOLXNIKA K SINUSU WELI^INY PROTIWOLEVA]EGO EJ UGLA ESTX WELI-^INA POSTOQNNAQ, RAWNAQ DLINE DIAMETRA OPISANNOJ OKOLO TREUGOLXNI-KA OKRUVNOSTI, TO ESTX ESLI a; b; c | DLINY STORON TREUGOLXNIKA,�; �; 
 | WELI^INY PROTIWOLEVA]IH IM UGLOW, TOasin� = bsin � = csin 
 = 2R,GDE R | RADIUS (DLINA RADIUSA) OPISANNOJ OKOLO TREUGOLXNIKA OKRUV-NOSTI. 115



dOKAZATELXSTWORIS. 3.15 A RIS. 3.15 B RIS. 3.15 WoPI[EM OKRUVNOSTX OKOLO TREUGOLXNIKA ABC OKRUVNOSTX (O;R)(O | CENTR OKRUVNOSTI, R > 0 | EE RADIUS). tOGDA WSE WNUTRENNIE UGLY4ABC STANOWQTSQ WPISANNYMI W \TU OKRUVNOSTX UGLAMI.nAPOMNIM, ^TO UGLOM, WPISANNYM W OKRUVNOSTX, NAZYWAETSQ UGOL, WER-[INA KOTOROGO LEVIT NA \TOJ OKRUVNOSTI, A EGO STORONY PERESEKA@TOKRUVNOSTX (STALO BYTX, IME@T S OKRUVNOSTX@ KROME WER[INY E]E POODNOJ OB]EJ TO^KE). |TOT UGOL IZMERQETSQ POLOWINOJ DUGI OKRUVNOSTI, NAKOTORU@ ON OPIRAETSQ. |TO OZNA^AET, ^TO MERA WPISANNOGO UGLA (GRADUSNAQ,RADIANNAQ) RAWNA POLOWINE MERY (SOOTWETSTWENNO GRADUSNOJ, RADIANNOJ)DUGI, WNUTRENNIE TO^KI KOTOROJ LEVAT WO WNUTRENNEJ \TOGO OBLASTI UGLA,A KONCY \TOJ DUGI LEVAT NA STORONAH UGLA.rASSMOTRIM SLU^AI.\BAC | OSTRYJ (SM. RIS. 3.15 A), TOGDA DUGA ^ BmC, NA KOTORU@OPIRAETSQ UGOL \BAC, MENX[E POLUOKRUVNOSTI, SLEDOWATELXNO, CENTR OI WER[INA A LEVAT W ODNOJ POLUPLOSKOSTI OTNOSITELXNO PRQMOJ (BC).pO\TOMU, ESLI PROWESTI DIAMETR BA1, TO WSE EGO TO^KI (KROME TO^KI B),W TOM ^ISLE I KONEC A1 OKAVUTSQ W TOJ VE POLUPLOSKOSTI OTNOSITELXNOPRQMOJ (BC), ^TO I TO^KA A, STALO BYTX, TO^KI A I A1 BUDUT WNUTREN-NIMI TO^KAMI ODNOJ DUGI ^ BnC, DOPOLNITELXNOJ PO OTNO[ENI@ K DUGE^ CmB. tAKIM OBRAZOM, \BAC I \BA1C | WPISANNYE W OKRUVNOSTX UG-LY, OPIRA@]IESQ NA ODNU DUGU^ BmC, A POTOMU\BAC = \BA1C, OTKUDA\BA1C =\BAC = ��. w TREUGOLXNIKE BA1C \A1CB PRQMOJ, TAK KAK OPI-RAETSQ NA DIAMETR BA1. sOGLASNO OPREDELENI@ SINUSA WELI^INY OSTROGOUGLA PRQMOUGOLXNOGO TREUGOLXNIKA a = jBCj = jBA1j sin�� = 2R sin��.\BAC | TUPOJ (SM. RIS. 3.15 B), TOGDA DUGA ^ BmC, NA KOTORU@ OPI-RAETSQ UGOL \BAC, BOLX[E POLUOKRUVNOSTI, SLEDOWATELXNO, CENTR O IWER[INA A LEVAT W RAZNYH POLUPLOSKOSTQH OTNOSITELXNO PRQMOJ (BC).pO\TOMU, ESLI PROWESTI DIAMETR BA1, TO WSE EGO TO^KI (KROME TO^KI B), WTOM ^ISLE I KONEC A1 OKAVUTSQ W TOJ VE POLUPLOSKOSTI OTNOSITELXNO PRQ-MOJ (BC), ^TO I CENTR O, STALO BYTX, TO^KI A I A1 BUDUT WNUTRENNIMITO^KAMI WZAIMNO DOPOLNITELXNYH DUG ^ CmB I ^ CnB. tAKIM OBRAZOM,\BAC I \BA1C | WPISANNYE W OKRUVNOSTX UGLY, OPIRA@]IESQ NA WZA-116



IMNO DOPOLNITELXNYE DUGI ^ BmC I ^ BnC, A POTOMU ESLI\BAC = ��,TO\BA1C = 180� � ��. w TREUGOLXNIKE BA1C \A1CB PRQMOJ, TAK KAKOPIRAETSQ NA DIAMETR BA1. sOGLASNO OPREDELENI@ SINUSA WELI^INY OST-ROGO UGLA PRQMOUGOLXNOGO TREUGOLXNIKA I RAWENSTWU sin(180����) = sin��a = jBCj = jBA1j sin(180� � ��) = 2R sin��.eSLI \BAC | PRQMOJ (SM. RIS. 3.15 W), TO BC | DIAMETR OPISANNOJOKRUVNOSTI,\BAC = �� = 90�. tAK KAK jBCj = a = 2R I sin 90� = 1 TORAWENSTWO a = jBCj = 2R sin�� WERNO I W \TOM SLU^AE.rAWENSTWA b = jACj = 2R sin ��; c = jABj = 2R sin 
� DOKAZYWA@TSQANALOGI^NO. tEOREMA SINUSOW DOKAZANA.zAME^ANIE. nA OSNOWE TEOREMY SINUSOW MOVNO DOKAZATX, ^TO W TREUGOLX-NIKE PROTIW BOLX[EJ (MENX[EJ) STORONY LEVIT BOLX[IJ (MENX[IJ) UGOL,OTKUDA, W ^ASTNOSTI, WYTEKAET, ^TO W PRQMOUGOLXNOM TREUGOLXNIKE GIPOTE-NUZA | NAIBOLX[AQ STORONA, A W TUPOUGOLXNOM TREUGOLXNIKE NAIBOLX[AQSTORONA LEVIT PROTIW TUPOGO UGLA. oB \TOM SM. W U^EBNIKE a.w. pOGORELO-WA "gEOMETRIQ", x12, P. 111 I RAZOBRANNU@ W TEKSTE U^EBNIKA (W \TOM VE x)ZADA^U 17. oDNAKO \TI SOOTNO[ENIQ MEVDU STORONAMI I UGLAMI TREUGOLX-NIKA MOGUT BYTX DOKAZANY I BEZ TEROREMY SINUSOW, O ^EM MOVNO PRO^ITATX,NAPRIMER, W U^EBNIKE GEOMETRII a.p. kISELEWA.~ITATELQM PREDLAGAETSQ SAMOSTOQTELXNO SFORMULIROWATX I DOKAZATXTEOREMU, OBRATNU@ TEOREME SINUSOW.������������������������������������������3:5. tEOREMY O PARALLELXNYH PRQMYH NA PLOSKOSTIiZ AKSIOMY O TOM, ^TO ^EREZ DWE RAZLI^NYE TO^KI MOVNO PROWESTI EDIN-STWENNU@ PRQMU@, WYTEKAET, ^TO DWE RAZLI^NYE PRQMYE NA PLOSKOSTI ILIW PROSTRANSTWE IME@T NE BOLEE ODNOJ OB]EJ TO^KI.oPREDELENIE 1. dWE PRQMYE, IME@]IE EDINSTWENNU@ OB]U@ TO^KU, NA-ZYWA@TSQ PERESEKA@]IMISQ, UKAZANNAQ TO^KA NAZYWAETSQ IH TO^KOJPERESE^ENIQ.oBOZNA^A@TSQ a\b ILI a\b �M (M | TO^KA PERESE^ENIQPRQMYH a I b).iZ AKSIOMY O TOM, ^TO ^EREZ TRI TO^KI, NE LEVA]IE NA ODNOJ PRQMOJ,MOVNO PROWESTI EDINSTWENNU@ PLOSKOSTX WYTEKAET, ^TO ^EREZ PRQMU@ I NELEVA]U@ NA NEJ TO^KU, TAK VE KAK I ^EREZ DWE PERESEKA@]IESQ PRQMYEPROHODIT ODNA I TOLXKO ODNA (EDINSTWENNAQ) PLOSKOSTX.oPREDELENIE 2. dWE PRQMYE NA PLOSKOSTI NAZYWA@TSQ PARALLELXNY-MI, ESLI ONI NE IME@T OB]IH TO^EK (NE PERESEKA@TSQ) oBOZNA^A@TSQa k b.iZ \TOGO OPREDELENIQ NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET, ^TO a k b, b k a.iZ OPREDELENIQ 2 I UTWERVDENIQ O RAZBIENII NA DWE POLUPLOSKOSTI PRQ-MOJ, LEVA]EJ NA PLOSKOSTI, WYTEKAET, ^TO KAVDAQ IZ DWUH RAZLI^NYH PA-117



RALLELXNYH PRQMYH CELIKOM RASPOLAGAETSQ W ODNOJ POLUPLOSKOSTI OTNO-SITELXNO DRUGOJ PRQMOJ, POSKOLXKU W PROTIWNOM SLU^AE \TI PRQMYE PERE-SEKALISX BY.RIS. 3.16 A RIS. 3.16 B RIS. 3.16 WaKSIOMA. ~EREZ TO^KU, NE LEVA]U@ NA DANNOJ PRQMOJ, NELXZQ PROWES-TI NA PLOSKOSTI (PROHODQ]EJ ^EREZ UKAZANNYE TO^KU I PRQMU@) BOLEEODNOJ PRQMOJ, PARALLELXNOJ DANNOJ.sLEDSTWIE. eSLI NEKOTORAQ PRQMAQ, PROHODQ]AQ W PLOSKOSTI NEKOTO-RYH DWUH PARALLELXNYH PRQMYH, PERESEKAET ODNU IZ NIH, TO ONA PERESEKA-ET I DRUGU@.w KA^ESTWE TEOREMY MOVNO DOKAZATX, ^TO ^EREZ TO^KU, NE LEVA]U@ NADANNOJ PRQMOJ, MOVNO PROWESTI NA PLOSKOSTI (PROHODQ]EJ ^EREZ UKAZAN-NYE TO^KU I PRQMU@) PO KRAJNEJ MERE ODNU PRQMU@, PARALLELXNU@ DANNOJ.w ^ASTNOSTI, \TO MOVET BYTX OBOSNOWANO PUTEM RE[ENIQ SOOTWETSTWU@]EJZADA^I NA POSTROENIE CIRKULEM I LINEJKOJ.sLEDSTWIE. iZ AKSIOMY PARALLELXNOSTI PRQMYH I UKAZANNOJ TEOREMYWYTEKAET, ^TO ^EREZ TO^KU, NE LEVA]U@ NA PRQMOJ (W PLOSKOSTI, SODERVA-]EJ \TU TO^KU I PRQMU@), MOVNO PROWESTI W UKAZANNOJ PLOSKOSTI EDINST-WENNU@ PRQMU@, PARALLELXNU@ DANNOJ. sTALO BYTX, UVE DWUH TAKIH PA-RALLELXNYH PRQMYH PROWESTI NELXZQ.oT PROTIWNOGO NESLOVNO DOKAZATX, ^TO DWE RAZLI^NYE PRQMYE NA PLOS-KOSTI, PARALLELXNYE TRETXEJ PRQMOJ NA \TOJ PLOSKOSTI, PARALLELXNY.aNALOGI^NOE UTWERVDENIE SPRAWEDLIWO I DLQ TREH PRQMYH W PROSTRANSTWE.oPREDELENIQ 3. pUSTX DANY DWE PRQMYE a I b, LEVA]IE W ODNOJ PLOS-KOSTI.a) pRQMAQ c, PERESEKA@]AQ KAVDU@ IZ NIH I NE PROHODQ]AQ ^EREZ IHOB]U@ TO^KU (ESLI TAKAQ ESTX), NAZYWAETSQ SEKU]EJ.RIS. 3.16 G RIS. 3.16 D118



b) pARY UGLOW \ 3 I \ 5 ; \ 4 I \ 6 (\ 1 I \ 7 ; \ 2 I \ 8) NAZYWA@TSQWNUTRENNIMI (WNE[NIMI) ODNOSTORONNIMI.w) pARY UGLOW \ 3 I \ 6 ; \ 4 I \ 5 (\ 1 I \ 8 ; \ 2 I \ 7) NAZYWA@TSQWNUTRENNIMI (WNE[NIMI) NAKREST LEVA]IMI.g) pARY UGLOW \ 1 I \ 5 ; \ 2 I \ 6 ; \ 3 I \ 7 ; \ 4 I \ 8 NAZYWA@TSQSOOTWETSTWENNYMI.RIS. 3.16 E RIS. 3.16 VoTMETIM HARAKTERNYE OSOBENNOSTI NAKREST LEVA]IH I ODNOSTORONNIHUGLOW (SM. RIS. 3.16 G, D, NA KOTORYH NE OBOZNA^ENY TO^KI A0 � c \ a IB0 � c \ b).u NAKREST LEVA]IH UGLOW (KAK WNUTRENNIH, TAK I WNE[NIH) OBRAZU@]IEIH LU^I NA PRQMYH a I b (A0A I B0B0 ILI A0A0 I B0B) RASPOLOVENY WRAZNYH POLUPLOSKOSTQH OTNOSITELXNO PRQMOJ c.u ODNOSTORONNIH UGLOW (KAK WNUTRENNIH, TAK I WNE[NIH) OBRAZU@]IEIH LU^I NA PRQMYH a I b (A0A I B0B ILI A0A0 I B0B0) RASPOLOVENY WODNOJ POLUPLOSKOSTI OTNOSITELXNO PRQMOJ c.u WNUTRENNIH UGLOW (KAK NAKREST LEVA]IH, TAK I ODNOSTORONNIH) OB-RAZU@]IE IH LU^I NA PRQMOJ c (A0D I B0D) TAKOWY, ^TO TO^KA D LEVITMEVDU TO^KAMI A0 I B0.u WNE[NIH UGLOW (KAK NAKREST LEVA]IH, TAK I ODNOSTORONNIH) OBRAZU-@]IE IH LU^I NA PRQMOJ c (A0Da I B0Db) TAKOWY, ^TO TO^KA Da I TO^KADb NE LEVAT MEVDU TO^KAMI A0 I B0.tEOREMA 1 (PRIZNAKI PARALLELXNOSTI PRQMYH). eSLI KAKIE-NIBUDX DWAWNUTRENNIH ILI DWA WNE[NIH NAKREST LEVA]IH UGLA RAWNY, ILI SUMMAKAKIH-NIBUDX WNUTRENNIH ILI WNE[NIH ODNOSTORONNIH UGLOW RAWNA RAZWER-NUTOMU UGLU (SUMMA GRADUSNYH (RADIANNYH) MER \TIH UGLOW RAWNA 180� (�)),ILI KAKIE-NIBUDX DWA SOOTWETSTWENNYH UGLA RAWNY, TO PRQMYE PARAL-LELXNY.sLEDSTWIE. dWE RAZLI^NYE PRQMYE NA PLOSKOSTI, PERPENDIKULQRNYETRETXEJ PRQMOJ, PARALLELXNY.tEOREMA 2 (SWOJSTWO PARALLELXNYH PRQMYH), OBRATNAQ TEOREME 1.eSLI DWE PARALLELXNYE PRQMYE PERESE^ENY TRETXEJ PRQMOJ (SEKU]EJ),TO RAWNY UGLY: WNUTRENNIE NAKREST LEVA]IE, WNE[NIE NAKREST LEVA-]IE, SOOTWETSTWENNYE, A RAZWERNUTOMU UGLU RAWNY: SUMMA WNUTRENNIH119



ODNOSTORONNIH UGLOW, SUMMA WNE[NIH ODNOSTORONNIH UGLOW (SUMMA IH GRA-DUSNYH (RADIANNYH) MER RAWNA 180�(�)).sLEDSTWIE. eSLI PRQMAQ, LEVA]AQ W PLOSKOSTI DWUH PARALLELXNYH PRQ-MYH, PERPENDIKULQRNA ODNOJ IZ NIH, TO ONA PERPENDIKULQRNA I DRUGOJ.dOKAZATELXSTWA \TIH TEOREM I IH SLEDSTWIJ MOVNO NAJTI, NAPRIMER, WKNIGE [1] I MNOGIH U^EBNIKAH GEOMETRII.������������������������������������������3:6. nEKOTORYE TEOREMY O ^ETYREHUGOLXNIKAH: PRIZNAKI PA-RALLELOGRAMMA, SWOJSTWA PARALLELOGRAMMA, TOVDESTWO PARALLE-LOGRAMMA. ~ASTNYE WIDY PARALLELOGRAMMOWrASSMATRIWAEMYE ZDESX I DALEE ^ETYREHUGOLXNIKI QWLQ@TSQ ^ASTNYMISLU^AQMI MNOGOUGOLXNIKOW S n > 3 STORONAMI (n- UGOLXNIKOW PRI n = 4).tREUGOLXNIK | n- UGOLXNIK PRI n = 3.mY PRIWEDEM RQD OPREDELENIJ, SWQZANNYH S MNOGOUGOLXNIKOM.RIS. 3.17 A RIS. 3.17 BoPREDELENIE 1. gEOMETRI^ESKAQ FIGURA (LINIQ) NA PLOSKOSTI, OBRAZUE-MAQ OTREZKAMI A0A1; A1A2; :::; An�1An, RASPOLOVENNYMI TAK, ^TO KONECi-GO OTREZKA (TO^KA Ai) QWLQETSQ NA^ALOM i+ 1-GO OTREZKA(i = 1; 2; :::; n�1; n > 2) I PRI WSEH \TIH i > 1 OTREZKI Ai�1Ai I AiAi+1 NELEVAT NA ODNOJ PRQMOJ, NAZYWAETSQ LOMANOJ (LOMANOJ LINIEJ) I OBO-ZNA^AETSQ A0A1A2:::An�1An.uKAZANNYE OTREZKI NAZYWA@TSQ STORONAMI (ILI ZWENXQMI) LOMANOJ, ATO^KI A0; A1; :::; An | WER[INAMI LOMANOJ. wNUTRENNIE TO^KI STORONLOMANOJ I WER[INY LOMANOJ NAZYWA@T TO^KAMI LOMANOJ.oPREDELENIE 1 a. lOMANAQ NAZYWAETSQ ZAMKNUTOJ, ESLI EE KONCY A0I An SOWPADA@T (QWLQ@TSQ ODNOJ TO^KOJ), PRI \TOM OTREZKI A0A1 IAn�1An NE LEVAT NA ODNOJ PRQMOJ.oPREDELENIE 1 b. lOMANAQ NAZYWAETSQ PROSTOJ, ESLI ONA NE IMEETSAMOPERESE^ENIJ (TO ESTX NIKAKIE IZ EE WER[IN NE SOWPADA@T, NIKAKAQIZ EE WER[IN NE QWLQETSQ WNUTRENNEJ TO^KOJ KAKOJ-LIBO IZ EE STORON INIKAKAQ PARA EE STORON NE IMEET OB]EJ WNUTRENNEJ TO^KI (TO ESTX NE120



PERESEKAETSQ)). w ZAMKNUTOJ PROSTOJ LOMANOJ SOWPADA@T TOLXKO PER-WYJ I POSLEDNIJ KONCY.oPREDELENIE 2.mNOGOUGOLXNIKOM (PROSTYM MNOGOUGOLXNIKOM) NAZYWA-ETSQ ZAMKNUTAQ LOMANAQ (PROSTAQ ZAMKNUTAQ LOMANAQ).wER[INY LOMANOJ NAZYWA@TSQ WER[INAMI MNOGOUGOLXNIKA, A ZWENXQLOMANOJ | STORONAMI MNOGOUGOLXNIKA. oBOZNA^AETSQ A1A2:::An. oT-REZKI, SOEDINQ@]IE NE SOSEDNIE WER[INY (TO ESTX WER[INY, NE QWLQ@]I-ESQ KONCAMI ODNOGO ZWENA) MNOGOUGOLXNIKA, NAZYWA@TSQ DIAGONALQMI(SM. RIS. 3.17 B).wS@DU W DALXNEJ[EM, ESLI NE OGOWORENO PROTIWNOE, MY BUDEM RASSMAT-RIWATX TOLXKO PROSTYE MNOGOUGOLXNIKI I POD TERMINOM "MNOGOUGOLXNIK"BUDET PONIMATXSQ PROSTOJ MNOGOUGOLXNIK.oPREDELENIE 3. mNOGOUGOLXNIK S n WER[INAMI I n STORONAMI NAZYWA-ETSQ n-UGOLXNIKOM (n > 3).wY[E NA RIS. 3.17 A IZOBRAVENA LOMANAQ, NE QWLQ@]AQSQ ZAMKNUTOJI NE QWLQ@]AQSQ PROSTOJ, NA RIS. 3.17 B IZOBRAVENA PROSTAQ ZAMKNUTAQLOMANAQ | MNOGOUGOLXNIK, NE QWLQ@]IJSQ WYPUKLYM.oPREDELENIE 4. pERIMETROM MNOGOUGOLXNIKA ILI LOMANOJ NAZYWAETSQSUMMA DLIN EGO STORON (SOOTWETSTWENNO) SUMMA DLIN EE ZWENXEW.oPREDELENIE 5. mNOGOUGOLXNIK NAZYWAETSQ WYPUKLYM, ESLI ON LE-VIT CELIKOM W ODNOJ POLUPLOSKOSTI OTNOSITELXNO L@BOJ PRQMOJ, SODER-VA]EJ EGO STORONU. pRI \TOM SAMA PRQMAQ S^ITAETSQ PRINADLEVA]EJPOLUPLOSKOSTI.oPREDELENIE 6. oB]AQ ^ASTX POLUPLOSKOSTEJ, FIGURIRU@]IH W PRE-DYDU]EM OPREDELENII, BEZ STORON WYPUKLOGO MNOGOUGOLXNIKA NAZYWAETSQEGO WNUTRENNEJ OBLASTX@, A OSTALXNAQ ^ASTX PLOSKOSTI TAKVE BEZ EGOSTORON | EGO WNE[NEJ OBLASTX@.oPREDELENIE 7. wNUTRENNQQ OBLASTX WYPUKLOGO MNOGOUGOLXNIKA WMES-TE S EGO STORONAMI NAZYWAETSQ PLOSKIM WYPUKLYM MNOGOUGOLXNIKOM.RIS. 3.17 W RIS. 3.17 GnA PRIWEDENNYH RIS. 3.17 W I G WNUTRENNIE OBLASTI MNOGOUGOLXNIKOW ZA-[TRIHOWANY. o WNUTRENNEJ OBLASTI NEWYPUKLOGO MNOGOUGOLXNIKA SM. NI-VE, W DOPOLNITELXNOJ ^ASTI \TOGO WOPROSA.121



oPREDELENIE 8. wNUTRENNIM UGLOM PRI WER[INE Ai (i = 1; 2; :::n)MNOGOUGOLXNIKA A1A2:::An NAZYWAETSQ UGOL, OBRAZOWANNYJ POLUPRQMYMIAiAi�1 I AiAi+1 (i = 2; 3; :::; n�1), POLUPRQMYMI A1A2 I A1An (PRI i = 1)I POLUPRQMYMI AnAn�1 I AnA1 (PRI i = n). pRI \TOM WNUTRENNEJ OB-LASTX@ \TOGO UGLA S^ITAETSQ TA ^ASTX PLOSKOSTI, KOTORAQ SODERVITWNUTRENN@@ OBLASTX MNOGOUGOLXNIKA.wNUTRENNIJ UGOL PLOSKOGO MNOGOUGOLXNIKA OPREDELQETSQ TAKIM VE OB-RAZOM WMESTE S PRISOEDINENNOJ K NEMU EGO WNUTRENNEJ OBLASTX@ (TO ESTXKAK PLOSKIJ UGOL).wNUTRENNEJ TO^KOJ MNOGOUGOLXNIKA S^ITAETSQ WSQKAQ TO^KA, LEVA]AQW EGO WNUTRENNEJ OBLASTI.aNALOGI^NO OPREDELENIQM 20, 3, 4 P. 3:1 OPREDELQ@TSQ GRANICA MNO-GOUGOLXNIKA, TO^KA, LEVA]AQ NA STORONE MNOGOUGOLXNIKA, WNE[NQQ TO^KAMNOGOUGOLXNIKA.pUSTX ABCD | ^ETYREHUGOLXNIK.oPREDELENIE 9. sTORONY ^ETYREHUGOLXNIKA NAZYWA@TSQ PROTIWOLE-VA]IMI ILI PROTIWOPOLOVNYMI, ESLI ONI NE IME@T OB]IH WER[IN.oPREDELENIE 10.sTORONY ^ETYREHUGOLXNIKA NAZYWA@TSQ SMEVNYMI,ESLI ONI IME@T OB]U@ WER[INU.oPREDELENIE 11. wER[INY ^ETYREHUGOLXNIKA NAZYWA@TSQ PROTIWOLE-VA]IMI ILI PROTIWOPOLOVNYMI, ESLI ONI NE QWLQ@TSQ KONCAMI OD-NOJ IZ EGO STORON.oPREDELENIE 12. uGLY ^ETYREHUGOLXNIKA NAZYWA@TSQ PROTIWOLEVA-]IMI ILI PROTIWOPOLOVNYMI, ESLI IH WER[INY QWLQ@TSQ PROTIWO-LEVA]IMI ILI PROTIWOPOLOVNYMI WER[INAMI ^ETYREHUGOLXNIKA.oPREDELENIE 13. w SOOTWETSTWII S OPREDELENIEM 2 DIAGONALX@ ^ETY-REHUGOLXNIKA NAZYWAETSQ OTREZOK S KONCAMI W EGO PROTIWOLEVA]IH WER-[INAH. RIS. 3.18 A RIS. 3.18 B RIS. 3.18 WoBY^NO PRI WYPISYWANII OBOZNA^A@]IH ^ETYREHUGOLXNIK WER[IN IHPORQDOK TAKOW, ^TO PROTIWOLEVA]IE WER[INY NE STOQT RQDOM. tAK, NA-PRIMER, ODIN I TOT VE ^ETYREHUGOLXNIK ABCD MOVET BYTX OBOZNA^EN KAK122



BCDA, CDAB, DABC, DCBA, CBAD, BADC, ADCB, EGO PROTIWOLEVA-]IMI WER[INAMI BUDUT: PARA WER[IN A I C, A TAKVE PARA WER[IN B ID, EGO PROTIWOLEVA]IMI STORONAMI BUDUT PARA STORON AB I CD I PA-RA STORON AD I BC, EGO SMEVNYMI STORONAMI BUDUT STORONY AB I BC,BC I CD, CD I AD, EGO DIAGONALQMI BUDUT OTREZKI AC I BD. oDNAKO W^ETYREHUGOLXNIKE ACBD OTREZKI AC I BD UVE BUDUT STORONAMI, PROTI-WOLEVA]IMI STORONAMI BUDUT PARA STORON AC I BD I PARA STORON BC IAD, A OTREZKIAB I CD| DIAGONALQMI.pO\TOMU ^ETYREHUGOLXNIKACBDUVE DRUGOJ, NEVELI ^ETYREHUGOLXNIK ABCD. sM. RIS. 3.18 A, B. nA RIS.3.18 W IZOBRAVEN ^ETYREHUGOLXNIK ABDC, U KOTOROGO PROTIWOPOLOVNYESTORONY AC I BD OKAZALISX DAVE PERESEKA@]IMISQ.RIS. 3.18 G RIS. 3.18 DmOVNO DOKAZATX SLEDU@]IE TEOREMY.tEOREMA 1. u WYPUKLOGO ^ETYREHUGOLXNIKA DIAGONALI PERESEKA@TSQ,TO ESTX IME@T OB]U@ WNUTRENN@@ TO^KU (TO^KU IH PERESE^ENIQ), KO-TORAQ NAHODITSQ WO WNUTRENNEJ OBLASTI \TOGO ^ETYREHUGOLXNIKA.zAME^ANIE 1. oTMETIM, ^TO WSQKAQ WNUTRENNQQ TO^KA DIAGONALI WY-PUKLOGO ^ETYREHUGOLXNIKA (I WOOB]E WYPUKLOGO MNOGOUGOLXNIKA) PRINAD-LEVAT WNUTRENNEJ OBLASTI \TOGO ^ETYREHUGOLXNIKA (MNOGOUGOLXNIKA), AWSQKAQ WNE[NQQ TO^KA UKAZANNOJ DIAGONALI NAHODITSQ WO WNE[NEJ OBLASTI\TOGO ^ETYREHUGOLXNIKA (MNOGOUGOLXNIKA).zAME^ANIE 2. uTWERVDENIE TEOREMY 1 I ZAME^ANIE 1 NE WERNY DLQ NE-WYPUKLYH ^ETYREHUGOLXNIKOW (SM. RIS. 3.18 A, B, W).tEOREMA 2 (OBRATNAQ TEOREME 1). eSLI W ^ETYREHUGOLXNIKE DIAGONALIPERESEKA@TSQ (KAK OTREZKI), TO \TOT ^ETYREHUGOLXNIK WYPUKLYJ.dOKAZATELXSTWA TEOREM 1 I 2 I ZAME^ANIJ K TEOREME 1 MOVNO NAJTI WKNIGE [1].w PREDYDU]EM P. 3:5 BYLI PRIWEDENY WAVNYE PONQTIQ, SWQZANNYE SPERESEKAEMOSTX@ I PARALLELXNOSTX@ PRQMYH, I SFORMULIROWANY OSNOWNYEPRIZNAKI I SWOJSTWA (A STALO BYTX, KRITERII) PARALLELXNOSTI PRQMYH.nEKOTORYE IZ NIH BUDUT PRIMENENY W \TOM PUNKTE.123



RIS. 3.19 AoPREDELENIE 6. pARALLELOGRAMM | \TO ^ETYREHUGOLXNIK, U KOTOROGOPROTIWOPOLOVNYE STORONY POPARNO PARALLELXNY (TO ESTX LEVAT NA PA-RALLELXNYH PRQMYH). oBOZNA^AETSQ PARALLELOGRAMM ZNAKOM #.sWOJSTWA PARALLELOGRAMMA.tEOREMA 3. pARALLELOGRAMM | WYPUKLYJ ^ETYREHUGOLXNIK.dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.19 A. pUSTX ABCD | #, AD k BC; AB k CD, TOGDA KAKOTME^ALOSX WY[E, POSLE OPREDELENIQ 2 P. 3.5 WSQ PRQMAQ (BC) BUDET RAS-POLAGATXSQ W ODNOJ POLUPLOSKOSTI PLOSKOSTI OTNOSITELXNO PRQMOJ (AD).sTALO BYTX, W ^ASTNOSTI, W \TOJ VE POLUPLOSKOSTI BUDUT LEVATX TO^KI BI C, A POTOMU | I LU^ AB, I OTREZOK AB, I LU^ DC, I OTREZOK DC, TOESTX #ABCD OKAZALSQ W ODNOJ POLUPLOSKOSTI OTNOSITELXNO PRQMOJ (AD),SODERVA]EJ EGO STORONUAD. sOWER[ENNO ANALOGI^NO MY DOKAVEM RASPOLO-VENIE #ABCD W ODNOJ POLUPLOSKOSTI OTNOSITELXNO PRQMOJ (BC), W ODNOJPOLUPLOSKOSTI OTNOSITELXNO PRQMOJ (AB) I W ODNOJ POLUPLOSKOSTI OTNO-SITELXNO PRQMOJ (DC). w SOOTWETSTWII S OPREDELENIEM 4 \TO OZNA^AET, ^TO#ABCD | WYPUKLYJ ^ETYREHUGOLXNIK. tEOREMA 3 DOKAZANA.sLEDSTWIE. dIAGONALI PARALLELOGRAMMA PERESEKA@TSQ (KAK OTREZKI)W NEKOTOROJ TO^KE EGO WNUTRENNEJ OBLASTI (SM. RIS. 3.19 A).dOKAZATELXSTWO|TO UTWERVDENIE SRAZU WYTEKAET IZ TEOREM 1 I 3 \TOGO WOPROSA.tEOREMA 4. w PARALLELOGRAMME:1) DIAGONALX DELIT EGO NA DWA RAWNYH TREUGOLXNIKA;2) PROTIWOPOLOVNYE STORONY RAWNY;3) PROTIWOPOLOVNYE UGLY RAWNY;4) SUMMA UGLOW, PRILEVA]IH ODNOJ STORONE, RAWNA RAZWERNUTOMU UGLU(SUMMA IH GRADUSNYH (RADIANNYH) MER RAWNA 180� (�));5) DIAGONALI PERESEKA@TSQ I W TO^KE PERESE^ENIQ DELQTSQ POPOLAM;6) SUMMA KWADRATOW DLIN DIAGONALEJ RAWNA SUMME KWADRATOW DLINWSEH EGO STORON. 124



-RIS. 3.20 A RIS. 3.20 BdOKAZATELXSTWAsM. RIS. 3.20 A. pUSTX ABCD | #, AD k BC; AB k CD, BD | DIAGO-NALX, RASSMOTRIM 4ABD I 4DBC, U NIH STORONA BD | OB]AQ, \1 == \4 KAK WNUTRENNIE NAKREST LEVA]IE PRI (AB) k (CD) I SEKU]EJ (BD),\2 = \3 KAK WNUTRENNIE NAKREST LEVA]IE PRI (BC) k (AD) I SEKU]EJ(BD), SLEDOWATELXNO, 4ABD = 4CDB (PO WTOROMU PRIZNAKU, TO ESTX POSTORONE I DWUM PRILEVA]IM EJ UGLAM). tAK KAK W RAWNYH TREUGOLXNIKAHPROTIW SOOTWETSTWENNO RAWNYH UGLOW (STORON) LEVAT SOOTWETSTWENNO RAW-NYE STORONY (UGLY), TO AB = CD; BC = AD I \A = \C. pROWODQ DRUGU@DIAGONALX AC, MY ANALOGI^NYM OBRAZOM DOKAVEM, ^TO \B = \D. oTME-TIM, ^TO TAK KAK \B = \1 + \2; \D = \3 + \4, TO OTS@DA WYTEKAETRAWENSTWO UGLOW B I D. tAKIM OBRAZOM, DOKAZANY PERWYE TRI SWOJSTWAPARALLELOGRAMMA. ~ETWERTOE SWOJSTWO WYTEKAET IZ SWOJSTW PARALLELXNYHPRQMYH (SM. WY[E P. 3:5 TEOREMA 2).sM. RIS. 3.20 B. pERESE^ENIE DIAGONALEJ U #ABCD DOKAZANO WY[E (SM.SLEDSTWIE TEOREMY 3), PUSTX O � AC \BD. rASSMOTRIM 4AOD I 4COB,U NIH \1 = \3 KAK WNUTRENNIE NAKREST LEVA]IE PRI AD k BC I SEKU]EJBD, \2 = \4 KAK WNUTRENNIE NAKREST LEVA]IE PRI AD k BC I SEKU]EJAC, AD = BC PO DOKAZANNOMU, SLEDOWATELXNO 4AOD = 4COB (PO WTO-ROMU PRIZNAKU), A POTOMU SOOTWETSTWENNO OC = OA I OB = OD. iTAK,PERWYE PQTX SWOJSTW PARALLELOGRAMMA DOKAZANY. {ESTOE SWOJSTWO O SOOT-NO[ENII KWADRATOW DLIN DIAGONALEJ I STORON PARALLELOGRAMMA DOKAZANOWY[E, W P. 3:4 KAK SLEDSTWIE TEOREMY KOSINUSOW DLQ TREUGOLXNIKA.pRIZNAKI PARALLELOGRAMMA.RIS. 3.20 W RIS. 3.20 G RIS. 3.20 DtEOREMA 5. eSLI U WYPUKLOGO ^ETYREHUGOLXNIKA DWE STORONY PARAL-LELXNY I RAWNY, TO ON | PARALLELOGRAMM.125



dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.20 W. pUSTX U ^ETYREHUGOLXNIKA ABCD: AD k BC IAD = BC, PROWEDEM WABCD DIAGONALXBD, W SILU WYPUKLOSTIABCD \TADIAGONALX BUDET NAHODITXSQ W EGO WNUTRENNEJ OBLASTI, 4ABD I 4CDBBUDUT RASPOLOVENY W RAZNYH POLUPLOSKOSTQH PLOSKOSTI \TOGO ^ETYREH-UGOLXNIKA OTNOSITELXNO PRQMOJ (BD). rASSMOTRIM 4ADB I 4DBC, UNIH \1 = \2 KAK WNUTRENNIE NAKREST LEVA]IE PRI (BC) k (AD) I SEKU-]EJ (BD), AD = BC PO USLOWI@, BD | OB]AQ STORONA, SLEDOWATELXNO,4CDB = 4ADB (PO PERWOMU PRIZNAKU | PO DWUM STORONAM I UGLU MEV-DU NIMI). sLEDOWATELXNO, TAK KAK W RAWNYH TREUGOLXNIKAH PROTIW RAWNYHSTORON (UGLOW) LEVAT RAWNYE UGLY (STORONY), \ABD = \BDC, A POTOMUW SILU PRIZNAKA PARALLELXNOSTI PRQMYH (AB) k (CD), POSKOLXKU \ABDI \BDC | WNUTRENNIE NAKREST LEVA]IE PRI PRQMYH (AB) I (CD) ISEKU]EJ (BD), SLEDOWATELXNO, U ^ETYREHUGOLXNIKA ABCD AD k BC IAB k CD, A POTOMU PO OPREDELENI@ 6 ON | PARALLELOGRAMM. tEOREMA 5DOKAZANA.tEOREMA 6. eSLI U WYPUKLOGO ^ETYREHUGOLXNIKA PROTIWOLEVA]IE STO-RONY POPARNO RAWNY, TO ON | PARALLELOGRAMM.dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.20 G. pUSTX U ^ETYREHUGOLXNIKA ABCD: AB = CD IAD = BC, PROWEDEM WABCD DIAGONALXBD, W SILU WYPUKLOSTIABCD \TADIAGONALX BUDET NAHODITXSQ WO EGO WNUTRENNEJ OBLASTI, 4ABD I 4BCDBUDUT RASPOLOVENY W RAZNYH POLUPLOSKOSTQH PLOSKOSTI \TOGO ^ETYREH-UGOLXNIKA OTNOSITELXNO PRQMOJ (BD). rASSMOTRIM4ABD I4CDB, U NIHSTORONA BD | OB]AQ, AB = CD I AD = BC, SLEDOWATELXNO, 4ABD == 4CDB (PO TRETXEMU PRIZNAKU | PO TREM STORONAM). sLEDOWATELXNO,TAK KAK W RAWNYH TREUGOLXNIKAH PROTIW RAWNYH STORON LEVAT RAWNYE UG-LY, \1 = \4; \2 = \3, A POTOMU W SILU PRIZNAKA PARALLELXNOSTI PRQMYH(AB) k (CD), POSKOLXKU \1 I \4 | WNUTRENNIE NAKREST LEVA]IE PRI PRQ-MYH (AB) I (CD) I SEKU]EJ (BD), (BC) k (AD), POSKOLXKU \2 I \3 |WNUTRENNIE NAKREST LEVA]IE PRI PRQMYH (BC) I (AD) I SEKU]EJ (BD),SLEDOWATELXNO U ^ETYREHUGOLXNIKAABCD: AD k BC I AB k CD, A POTOMUPO OPREDELENI@ 6 ON | PARALLELOGRAMM. tEOREMA 6 DOKAZANA.tEOREMA 7. eSLI W ^ETYREHUGOLXNIKE DIAGONALI PERESEKA@TSQ I TO^-KOJ PERESE^ENIQ DELQTSQ POPOLAM (NA DWA RAWNYH OTREZKA), TO ON | PA-RALLELOGRAMM. dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.20 D. pUSTX U ^ETYREHUGOLXNIKA ABCD: AC I BD | DIA-GONALI, O | TO^KA IH PERESE^ENIQ, W SILU TEOREMY 2 ABCD | WYPUKLYJ^ETYREHUGOLXNIK. rASSMOTRIM PARU TREUGOLXNIKOW AOD I COB, U NIHOA = OC; OB = OD PO USLOWI@, \BOC = \AOD KAK WERTIKALXNYE,126



SLEDOWATELXNO PO PERWOMU PRIZNAKU RAWENSTWA TREUGOLXNIKOW 4AOD == 4COB, A POTOMU AD = BC. aNALOGI^NO, RASSMATRIWAQ PARU TREUGOLX-NIKOW AOB I COD, U KOTORYH OA = OC; OB = OD PO USLOWI@, \AOB == \COD KAK WERTIKALXNYE, MY TAKVE POLU^IM, ^TO (PO PERWOMU PRIZNAKU)\TI TREUGOLXNIKI RAWNY, A POTOMU AB = CD. sLEDOWATELXNO, U ^ETYREH-UGOLXNIKA ABCD PROTIWOPOLOVNYE STORONY OKAZALISX POPARNO RAWNY, APOTOMU W SILU TEOREMY 6 ABCD | PARALLELOGRAMM. tEOREMA 7 DOKAZANA.tEOREMA 8.eSLI W WYPUKLOM ^ETYREHUGOLXNIKE PROTIWOPOLOVNYE UGLYPOPARNO RAWNY, TO ON | PARALLELOGRAMM.dOKAZATELXSTWOpUSTX W ^ETYREHUGOLXNIKE ABCD: \A = \C; \B = \D, W SILU TEO-REMY 3 P. 3:5 SUMMA WSEH WNUTRENNIH UGLOW WYPUKLOGO ^ETYREHUGOLXNIKAABCD RAWNA UDWOENNOMU RAZWERNUTOMU UGLU, TO ESTX| POLNOMU UGLU. tAKKAK IZ RAWENSTW \A = \C I \B = \D SLEDUET, ^TO \A+\B = \C+\D IRAWNY \TI SUMMY RAZWERNUTOMU UGLU, OTKUDA WYTEKAET, ^TO AB k CD, ANA-LOGI^NO \A+\D = \C+\B I RAWNY \TI SUMMY TAKVE RAZWERNUTOMU UGLU,OTKUDA SLEDUET, ^TO AD k BC, SLEDOWATELXNO ABCD | PARALLELOGRAMM.tEOREMA 8 DOKAZANA.oTMETIM E]E ZAME^ANIE K TEOREME 5, WYRAVA@]EJ PRIZNAK PARALLELO-GRAMMA.zAME^ANIE. w USLOWII TEOREMY 5 MOVNO NE TREBOWATX WYPUKLOSTI ^ETY-REHUGOLXNIKA, DOSTATO^NO POTREBOWATX, ^TOBY ON BYL PROSTYM (SM. WY[EOPREDELENIE 2).RIS. 3.21 A RIS. 3.21 B RIS. 3.21 WrASSMOTRIM NEKOTORYE ^ASTNYE SLU^AI PARALLELOGRAMMOW S DOKAZATELX-STWOM NEKOTORYH IH SWOJSTW.oPREDELENIE 7.pRQMOUGOLXNIKOM NAZYWAETSQ PARALLELOGRAMM, U KO-TOROGO HOTQ BY ODIN WNUTRENNIJ UGOL PRQMOJ.iZ \TOGO OPREDELENIQ I SWOJSTW UGLOW PARALLELOGRAMMA (SM. WY[E TE-OREMU 4, SWOJSTWA 3) I 4) WYTEKAET, ^TO ESLI W PARALLELOGRAMME IMEETSQPRQMOJ UGOL, TO PROTIWOLEVA]IJ EMU UGOL TAKVE PRQMOJ I OSTALXNYE DWAUGLA, KAK PRILEVA]IE K ODNOJ STORONE \TOGO PARALLELOGRAMMA I SOSTAW-LQ@]IE W SUMME S NIM RAZWERNUTYJ UGOL, TOVE PRQMYE. sLEDOWATELXNO, WPARALLELOGRAMME WSE UGLY | PRQMYE.127



zAME^ANIE. tRADICIONNO W U^EBNOJ I SPRAWO^NOJ LITERATURE PRQMO-UGOLXNIK OPREDELQETSQ KAK PARALLELOGRAMM, U KOTOROGO WSE UGLY PRQMYE.oDNAKO, KAK WIDNO IZ PRIWEDENNYH RASSUVDENIJ, TAKOE "PEREOPREDELENNOE"OPREDELENIE PRQMOUGOLXNIKA PO SUTI DELA QWLQETSQ TEOREMOJ, DOKAZYWAE-MOJ NA OSNOWE OPREDELENIQ 7 I SWOJSTW UGLOW PARALLELOGRAMMA.oTMETIM, ^TO PRQMOUGOLXNIK KAK ^ASTNYJ SLU^AJ PARALLELOGRAMMA OB-LADAET WSEMI EGO SWOJSTWAMI (SM. WY[E TEOREMU 4), ODNAKO EGO DIAGONALIOBLADA@T SWOJSTWOM, KOTORYM DIAGONALI PROIZWOLXNOGO PARALLELOGRAMMA,WOOB]E GOWORQ, NE OBLADA@T. a IMENNO, IMEET MESTO TEOREMA.tEOREMA 9. dIAGONALI PRQMOUGOLXNIKA RAWNY.dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.21 A. rASSMOTRIM TREUGOLXNIKI ABD I ADC, U KOTORYH STO-RONA AD | OB]AQ, AB = DC PO SWOJSTWU PARALLELOGRAMMA, \BAD == \CDA KAK PRQMYE UGLY, SLEDOWATELXNO, 4ABD = 4ADC PO DWUM STO-RONAM I UGLU MEVDU NIMI, A POTOMU AC = BD. tEOREMA 9 DOKAZANA.iMEET MESTO I OBRATNAQ TEOREMA.tEOREMA 90. eSLI W PARALLELOGRAMME DIAGONALI RAWNY, TO ON | PRQ-MOUGOLXNIK.dOKAZATELXSTWO \TOJ TEOREMY PROWODITSQ NA OSNOWE RAWENSTWA TREUGOLX-NIKOW DAB I ADC PO TREM STORONAM, OTKUDA WYTEKAET RAWENSTWO UG-LOW DAB I ADC. pOSKOLXKU W SILU PARALLELXNOSTI STORON AB I DC\DAB+\ADC | RAZWERNUTYJ UGOL, TO KAVDYJ IZ UGLOW \DAB I \ADC| PRQMOJ, \TO PO OPREDELENI@ 7 OZNA^AET, ^TO ABCD | PRQMOUGOLXNIK.oPREDELENIE 8.rOMBOM NAZYWAETSQ PARALLELOGRAMM, U KOTOROGO HOTQBY DWE SMEVNYE STORONY RAWNY.iZ \TOGO OPREDELENIQ I SWOJSTW STORON PARALLELOGRAMMA (SM. WY[E TE-OREMU 4, SWOJSTWO 2) WYTEKAET, ^TO ESLI W PARALLELOGRAMME HOTQ BY DWESMEVNYE STORONY RAWNY, TO IM BUDUT RAWNY I DRUGIE DWE EGO STORONY KAKSOOTWETSTWENNO PROTIWOPOLOVNYE IM. sLEDOWATELXNO, W ROMBE WSE STORONYRAWNY.zAME^ANIE. tRADICIONNO W U^EBNOJ I SPRAWO^NOJ LITERATURE ROMB OPRE-DELQETSQ KAK PARALLELOGRAMM, U KOTOROGO WSE STORONY RAWNY. oDNAKO, KAKWIDNO IZ TOLXKO ^TO PRIWEDENNYH RASSUVDENIJ, TAKOE "PEREOPREDELENNOE"OPREDELENIE ROMBA PO SUTI DELA QWLQETSQ TEOREMOJ, DOKAZYWAEMOJ NA OSNOWEOPREDELENIQ 8 I SWOJSTW STORON PARALLELOGRAMMA.oTMETIM, ^TO ROMB KAK ^ASTNYJ SLU^AJ PARALLELOGRAMMA OBLADAET WSE-MI EGO SWOJSTWAMI (SM. WY[E TEOREMU 4), ODNAKO EGO DIAGONALI OBLADA@TSWOJSTWAMI, KOTORYMI DIAGONALI PROIZWOLXNOGO PARALLELOGRAMMA, WOOB]EGOWORQ, NE OBLADA@T. a IMENNO, IMEET MESTO TEOREMA.128



tEOREMA 10. dIAGONALI ROMBA QWLQ@TSQ BISSEKTRISAMI EGO WNUTREN-NIH UGLOW I WZAIMNO PERPENDIKULQRNY.dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.21 B. rASSMOTRIM TREUGOLXNIKI ABD I CBD, KAVDYJ IZNIH QWLQETSQ RAWNOBEDRENNYM S OB]IM OSNOWANIEM BD. tAK KAK W SILUSWOJSTWA DIAGONALEJ PARALLELOGRAMMA (SM. TEOREMU 4, SWOJSTWO 5) OB == OD OA I OC | MEDIANY 4ABD I 4CBD SOOTWETSTWENNO. sLEDOWA-TELXNO, W SILU SWOJSTW RAWNOBEDRENNOGO TREUGOLXNIKA (SM. WY[E WOPROS2) \DAO = \BAO; \DCO = \BCO I AC ? BD. aNALOGI^NYM OBRAZOM,RASSMATRIWAQ4ABC I4ADC, DOKAVEM RAWENSTWA UGLOW:\ABO = \CBO,\ADO = \CDO. tEOREMA 10 DOKAZANA. iMEET MESTO I OBRATNAQ TEOREMA.tEOREMA 100. eSLI W PARALLELOGRAMME DIAGONALI WZAIMNO PERPENDIKU-LQRNY ILI HOTQ BY ODNA IZ EGO DIAGONALEJ QWLQETSQ BISSEKTRISOJ HOTQBY ODNOGO IZ EGO WNUTRENNIH UGLOW, TO ON | ROMB.dOKAZATELXSTWOeSLI W PARALLELOGRAMME ABCD DIAGONALI AC I BD WZAIMNO PERPEN-DIKULQRNY, TO, RASSMATRIWAQ, NAPRIMER, 4ABC, U KOTOROGO WYSOTA BO(PO USLOWI@) QWLQETSQ MEDIANOJ (PO SWOJSTWU DIAGONALEJ PARALLELOGRAM-MA), POLU^IM, ^TO ON RAWNOBEDRENNYJ (AB = BC), W SILU OPREDELENIQ 8\TO OZNA^AET, ^TO ABCD | ROMB.pUSTX W PARALLELOGRAMME ABCD DIAGONALX AC QWLQETSQ BISSEKTRISOJUGLA A, TOGDA \BAC = \DAC, POSKOLXKU W SILU PARALLELXNOSTI STORONAD I BC, WYTEKA@T RAWENSTWA UGLOW\BAC = \ACD, OTKUDA W SILU TRAN-ZITIWNOSTI RAWENSTWA UGLOW \DAC = \ACD, A POTOMU 4ADC | RAWNO-BEDRENNYJ, AD = DC, POLU^ILI, ^TO W PARALLELOGRAMMEABCD RAWNY DWESMEVNYE STORONY AD I DC, SLEDOWATELXNO W SILU OPREDELENIQ 8 ABCD| ROMB. tEOREMA 100 POLNOSTX@ DOKAZANA.oPREDELENIE 9. kWADRATOM NAZYWAETSQ PARALLELOGRAMM, U KOTOROGOHOTQ BY ODIN WNUTRENNIJ UGOL PRQMOJ I HOTQ BY DWE SMEVNYE STORONYRAWNY (SM. RIS. 3.21 W).iZ \TOGO OPREDELENIQ I OPREDELENIJ 7 I 8 WYTEKAET, ^TO KWADRAT| \TOPARALLELOGRAMM, KOTORYJ QWLQETSQ I PRQMOUGOLXNIKOM, I ROMBOM.pO\TOMUON OBLADAET WSEMI SWOJSTWAMI PARALLELOGRAMMA, PRQMOUGOLXNIKA I ROM-BA, W ^ASTNOSTI WSE EGO STORONY RAWNY, A WSE EGO WNUTRENNIE (I WNE[NIE)UGLY| PRQMYE; EGO DIAGONALI OBLADA@T WSEMI SWOJSTWAMI DIAGONALEJ PA-RALLELOGRAMMA, PRQMOUGOLXNIKA I ROMBA, TO ESTX, W ^ASTNOSTI, ONI RAWNY,WZAIMNO PERPENDIKULQRNY, QWLQ@TSQ BISSEKTRISAMI EGO WNUTRENNIH UGLOW.mOVNO SFORMULIROWATX I DOKAZATX ANALOGI^NYE TEOREMAM 90 I 100 PRI-ZNAKI KWADRATA. nAPRIMER, ESLI U PARALLELOGRAMMA DIAGONALI RAWNY IWZAIMNO PERPENDIKULQRNY, TO ON KWADRAT.129



zAME^ANIE. kWADRAT MOVNO OPREDELITX I KAK PRQMOUGOLXNIK, U KOTO-ROGO HOTQ BY DWE SMEVNYE STORONY RAWNY, I KAK ROMB, U KOTOROGO HOTQ BYODIN WNUTRENNIJ UGOL PRQMOJ.wY[E WWODILOSX OPREDELENIE RASSTOQNIQ OT TO^KI DO PRQMOJ KAK DLINAOTREZKA PERPENDIKULQRA, PROWEDENNOGO IZ \TOJ TO^KI NA PRQMU@. dOKAVEMSLEDU@]U@ TEOREMU. RIS. 3.21 GtEOREMA 11. eSLI DWE PRQMYE PARALLELXNY, TO RASSTOQNIQ OT L@BOJTO^KI ODNOJ IZ \TIH PRQMYH DO DRUGOJ PRQMOJ RAWNY. dRUGIMI SLOWAMI,WSE TO^KI ODNOJ IZ PARALLELXNYH PRQMYH ODINAKOWO UDALENY OT DRUGOJ IZ\TIH PRQMYH, \TO OZNA^AET, ^TO PARALLELXNYE PRQMYE WEZDE ODINAKOWOUDALENY ODNA OT DRUGOJ. dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.21 G. pUSTX (AB) k (CD), OPUSTIM IZ TO^KI M 2 (AB) PER-PENDIKULQR MP NA PRQMU@ (CD), TO^KA P 2 (CD) | OSNOWANIE PERPEN-DIKULQRA MP , OPUSTIM TAKVE IZ TO^KI N 2 (AB); N 6�M PERPENDIKULQRNQ NA PRQMU@ (CD), TO^KA Q 2 (CD) | OSNOWANIE PERPENDIKULQRA NQ.kAK OTME^ALOSX WY[E, W SLEDSTWIQH IZ TEOREM 3 I 4 P. 3:5 IZ TOGO, ^TO(MP ) ? (CD) I (NQ) ? (CD) WYTEKAET, ^TO (MP ) k (NQ), (MP ) ? (AB)I (NQ) ? (AB) A TAK KAK (AB) k (CD), TO ^ETYREHUGOLXNIK ABCD |PARALLELOGRAMM, PRI^EM S PRQMYMI WNUTRENNIMI UGLAMI, TO ESTX | PRQ-MOUGOLXNIK.sLEDOWATELXNO, W SILU WTOROGO SWOJSTWA PARALLELOGRAMMA (SM.WY[E TEOREMU 4) MP = NQ) jMP j = jNQj. tEOREMA 11 DOKAZANA.nA OSNOWE REZULXTATA \TOJ TEOREMY MOVNO WWESTI OPREDELENIE RASSTO-QNIQ MEVDU PARALLELXNYMI PRQMYMI.oPREDELENIE 10. pUSTX PRQMYE a I b PARALLELXNY (SM. RIS. 3.21 G).rASSTOQNIEM MEVDU PARALLELXNYMI PRQMYMI a I b NAZYWAETSQ DLINA IHOB]EGO PERPENDIKULQRA (TO ESTX OTREZKA PRQMOJ, PERPENDIKULQRNOJ IM,KONCY KOTOROGO LEVAT NA \TIH PRQMYH). oBOZNA^ENIQ �(a; b) ILI�((AB); (CD)), �(a; b) = �((AB); (CD)) = jMP j = jNQj.������������������������������������������130



3:7. sWOJSTWA SREDNEJ LINII TREUGOLXNIKA. sWOJSTWA SREDNEJLINII TRAPECIIoPREDELENIE 1. tRAPECIEJ NAZYWAETSQ ^ETYREHUGOLXNIK, * 8 U KOTO-ROGO PO KRAJNEJ MERE DWE STORONY PARALLELXNY.iZ \TOGO OPREDELENIQ WYTEKAET, ^TO PARALLELOGRAMM QWLQETSQ TRAPE-CIEJ (TO ESTX # | ^ASTNYJ SLU^AJ TRAPECII). sM. RIS. 3.22 A, B.RIS. 3.22 A RIS. 3.22 B RIS. 3.22 W RIS. 3.22 GpARALLELXNYE STORONY TRAPECII NAZYWA@TSQ EE OSNOWANIQMI, A DWEDRUGIE STORONY | EE BOKOWYMI STORONAMI.eSLI BOKOWYE STORONY TRAPECII RAWNY, NO ILI NE PARALLELXNY MEVDUSOBOJ, ILI PERPENDIKULQRNY ODNOMU IZ EE OSNOWANIJ, TO ONA NAZYWAETSQRAWNOBEDRENNOJ (RAWNOBOKOJ ILI RAWNOBO^NOJ). sM. RIS. 3.22 W.eSLI TRAPECIQ IMEET HOTQ BY ODIN PRQMOJ UGOL, TO ONA NAZYWAETSQPRQMOUGOLXNOJ. sM. RIS. 3.22 G.tAK KAK (SM. DOKAZATELXSTWO TEOREMY 11 P. 3:6) WSE OTREZKI S KONCAMI NAOSNOWANIQH TRAPECII, KOTORYE LEVAT NA PRQMYH, PERPENDIKULQRNYH \TIMOSNOWANIQM, RAWNY MEVDU SOBOJ, TO MOVNO OPREDELITX WYSOTU TRAPECII,KAK L@BOJ TAKOJ OTREZOK.iMEET MESTO TEOREMA.tEOREMA 1. tRAPECIQ | WYPUKLYJ ^ETYREHUGOLXNIK.dOKAZATELXSTWO SM. W KNIGE [1].sLEDSTWIE. w SILU TEOREMY 1 P. 3:6 DIAGONALI TRAPECII (KAK OTREZKI)PERESEKA@TSQ I TO^KA IH PERESE^ENIQ NAHODITSQ WO WNUTRENNEJ OBLASTITRAPECII.tEOREMA 2. u RAWNOBEDRENNOJ TRAPECII WNUTRENNIE UGLY PRI KAVDOMIZ OSNOWANIJ RAWNY I DIAGONALI RAWNY.8* nAPOMNIM, ^TO POD TERMINOM "^ETYREHUGOLXNIK" MY PONIMAEM PROSTOJ MNOGO-UGOLXNIK S ^ETYRXMQ STORONAMI, OPREDELENIE PROSTOGO MNOGOUGOLXNIKA SM. WY[E, W P.3:6. 131



dOKAZATELXSTWOrASSMOTRIM RAWNOBEDRENNU@ TRAPECI@ ABCD, U KOTOROJ AD k BC IAB = CD (SM. RIS. 3.22 W). pUSTX BE ? AD I CF ? AD, W SILU TEOREMY11 P. 3:6 BE = CF , A POTOMU PO KATETU I GIPOTENUZE 4ABE == 4DCF . sLEDOWATELXNO, \BAD = \CDA, A POTOMU I \ABC = \DCB.eSLI PROWESTI W \TOJ TRAPECII DIAGONALI AC I BD, TO RASSMATRIWAQ4ABD I 4DCA, U KOTORYH AB = CD; AD | OB]AQ STORONA \BAD == \CDA, POLU^IM, ^TO ONI RAWNY PO DWUM STORONAM I UGLU MEVDU NIMI.sLEDOWATELXNO, AC = BD.oPREDELENIE 2. sREDNEJ LINIEJ TREUGOLXNIKA NAZYWAETSQ OTREZOKS KONCAMI NA SEREDINAH (SOEDINQ@]IJ SEREDINY) DWUH EGO STORON.oPREDELENIE 3. sREDNEJ LINIEJ TRAPECII NAZYWAETSQ OTREZOK SKONCAMI NA SEREDINAH (SOEDINQ@]IJ SEREDINY) EE BOKOWYH STORON.tEOREMA 3. sREDNQQ LINIQ TREUGOLXNIKA, SOEDINQ@]AQ SEREDINY DWUHKAKIH-LIBO EGO STORON, PARALLELXNA TRETXEJ STORONE I RAWNA EE POLOWI-NE.tEOREMA 4.sREDNQQ LINIQ TRAPECII PARALLELXNA EE OSNOWANIQM I RAWNAIH POLUSUMME. RIS. 3.23 AdOKAZATELXSTWO TEOREMY 3fORMULIROWKA TEOREMY 3 OZNA^AET, ^TO PRQMAQ, SODERVA]AQ SREDN@@LINI@ TREUGOLXNIKA, PARALLELXNA PRQMOJ, SODERVA]EJ EGO TRETX@ STORO-NU.sM. RIS. 3.23 A. pUSTX W 4ABC DE | SREDNQQ LINIQ, KOTORAQ SOEDI-NQET OTREZKOM SEREDINY D I E STORON AB I BC SOOTWETSTWENNO. tOGDAPO OPREDELENI@ 2 AD = DB, CE = EB. oTLOVIM NA POLUPRQMOJ, DOPOL-NITELXNOJ OTNOSITELXNO POLUPRQMOJ ED, OTREZOK EF = EA, STALO BYTX,TO^KI D I F BUDUT W RAZNYH POLUPLOSKOSTQH OTNOSITELXNO PRQMOJ (BC).a POSKOLXKU D | SEREDINA STORONY AB, TO TO^KI A I D BUDUT W ODNOJPLOSKOSTI OTNOSITELXNO PRQMOJ (BC), TOGDA TO^KI A I F BUDUT W RAZ-NYH POLUPLOSKOSTQH OTNOSITELXNO PRQMOJ (BC). sTALO BYTX, LU^I BA ICF BUDUT W RAZNYH POLUPLOSKOSTQH OTNOSITELXNO PRQMOJ (BC), A POTO-MU \ABC I \BCF BUDUT WNUTRENNIMI NAKREST LEVA]IMI UGLAMI PRIPRQMYH (BA) I (CF ) I SEKU]EJ (BC). dALEE, W TREUGOLXNIKAH EDB I132



EFC: \DEB = \FEC KAK WERTIKALXNYE, STORONY BE = EC SOGLAS-NO USLOWIQM TEOREMY, STORONY DE = EF PO POSTROENI@. sLEDOWATELXNO,4EDB = 4EFC (PO DWUM STORONAM I UGLU MEVDU NIMI), STALO BYTX, STO-RONY CF = DB I \DBE = \ECF . sOGLASNO SOOTWETSTWU@]EMU PRIZNAKUPARALLELXNOSTI PRQMYH (SM. P. 3:5) CF k BD, A, STALO BYTX, I CF k DA,DALEE, POSKOLXKU PO USLOWI@ DB = AD, TO CF = DA. tAKIM OBRAZOM,W ^ETYREHUGOLXNIKE ADFC ESTX PARA PROTIWOPOLOVNYH PARALLELXNYH IRAWNYH STORON, A POTOMU ADFC | PARALLELOGRAMM, OTKUDA UVE SLEDUETPARALLELXNOSTX DE I AC I RAWENSTWO STORON AC = DF . pO POSTROENI@DF = 2DE, STALO BYTX, I AC = 2DE, OTKUDA DE = AC2 , jDEj = jACj2 .tEOREMA 3 DOKAZANA. RIS. 3.23 BdOKAZATELXSTWO TEOREMY 4fORMULIROWKA TEOREMY 4 OZNA^AET, ^TO PRQMAQ, SODERVA]AQ SREDN@@LINI@ TRAPECII PARALLELXNA PRQMYM, SODERVA]IM EE OSNOWANIQ.sM. RIS. 3.23 B. pUSTX ABCD | TRAPECIQ, AD k BC,MN | EE SREDNQQLINIQ, KOTORAQ SOEDINQET OTREZKOM SEREDINY M I N STORON AB I CDSOOTWETSTWENNO. tOGDA PO OPREDELENI@ 3: AM = MB, CN = ND.pROWEDEM PRQMU@ ^EREZ TO^KI B I N , TAK KAK TO^KI B, C I N NE LEVATNA ODNOJ PRQMOJ, TO TO^KA B | TO^KA PERESE^ENIQ PRQMYH (BC) I (BN ). wSILU SLEDSTWIQ IZ AKSIOMY PARALLELXNOSTI PRQMYH TAK KAK (BC) k (AD),TO PRQMAQ (BN ) PERESE^ET PRQMU@ (AD) W NEKOTOROJ TO^KE E. w SILU WY-PUKLOSTI TRAPECII ABCD (SM. TEOREMU 1) TO^KI B I N LEVAT W ODNOJ PO-LUPLOSKOSTI OTNOSITELXNO PRQMOJ (AD). sLEDOWATELXNO, TO^KI E I N |RAZLI^NYE. tO^KA E TAK VE OTLI^NA OT TO^KI D, POSKOLXKU W PROTIWNOMSLU^AE PRQMYE (CD) I (BE) SOWPADALI BY, A \TO NE TAK. eSLI PREDPOLO-VITX, ^TO TO^KA E LEVIT NA LU^E (DA), TO TOGDA OTREZOK BE CELIKOMLEVAL BY W POLUPLOSKOSTI OTNOSITELXNO PRQMOJ (CD) I NE MOG BY PERE-SEKATX STORONU CD W TO^KE N . tAKIM OBRAZOM, TO^KA E LEVIT NA LU^E,DOPOLNITELXNOM LU^U DA, STALO BYTX, TO^KA D LEVIT MEVDU TO^KAMI AI E, LU^I DE I DA BUDUT W RAZNYH POLUPLOSKOSTQH OTNOSITELXNO PRQMOJ(BC), A POTOMU \NED I \NBC BUDUT WNUTRENNIMI NAKREST LEVA]IMIPRI (AD) k (BC) I SEKU]EJ (BE). 133



rASSMOTRIM 4BNC I 4END. u NIH \BNC = \DNE KAK WERTIKALX-NYE, \NCB = \NDE KAK WNUTRENNIE NAKREST LEVA]IE PRI (CB) k (DE)I SEKU]EJ (CD), CN = ND PO USLOWI@. sLEDOWATELXNO,4BNC = 4ENDPO STORONE I DWUM PRILEVA]IM EJ UGLAM, A POTOMU BN = NE I BC = DEKAK STORONY, LEVA]IE PROTIW SOOTWETSTWENNO RAWNYH UGLOW. tAKIM OBRA-ZOM, DLQ 4ABE: MN | SREDNQQ LINIQ, A PO\TOMU PO TEOREME 2 MN == AE=2 = (AD +DE)=2 = (AD + BC)=2. tEOREMA 4 POLNOSTX@ DOKAZANA.zAME^ANIE 1. pRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY 4 MY NIGDE NE ISPOLXZOWALIPARALLELXNOSTX ILI NE PARALLELXNOSTX BOKOWYH STORON TRAPECII AB ICD. w SLU^AE AB k CD WYTEKALO BY, ^TO AM = MB = AB=2 = CD=2 == CN = ND, OTKUDA W SILU AM k DN; MB k NC SLEDOWALO, ^TO AMNDI MBCN | PARALLELOGRAMMY, A POTOMU AD kMN k BC I AD = MN == BC = (AD +BC)=2.zAME^ANIE 2. pOSKOLXKU PRIMENITELXNO K PARALLELOGRAMMU WERNA I TE-OREMA O PLO]ADI TRAPECII (ONA RAWNA PROIZWEDENI@ DLINY SREDNEJ LINIITRAPECII NA DLINU EE WYSOTY), TO ESTESTWENNO S^ITATX PARALLELOGRAMM^ASTNYM SLU^AEM TRAPECII, ^TO NE WO WSEH U^EBNIKAH PRINQTO.zAME^ANIE 3. pOSKOLXKU OKOLO L@BOJ RAWNOBEDRENNOJ TRAPECII(W SMYSLE OPREDELENIQ 1) MOVNO OPISATX OKRUVNOSTX, A OKOLO PARALLE-LOGRAMMA, NE QWLQ@]EGOSQ PRQMOUGOLXNIKOM, OPISATX OKRUVNOSTX NELXZQ,TO PO\TOMU W OPREDELENII RAWNOBEDRENNOJ TRAPECII USLOWIE NEPARALLELX-NOSTI ILI PERPENDIKULQRNOSTI HOTQ BY ODNOMU IZ EE OSNOWANIJ BOKOWYHSTORON QWLQETSQ SU]ESTWENYM.������������������������������������������3:8. fORMULA DLQ WY^ISLENIQ RASSTOQNIQ MEVDU DWUMQ TO^KA-MI NA KOORDINATNOJ PLOSKOSTI. uRAWNENIE OKRUVNOSTIdLQ WYWODA FORMULY RASSTOQNIQ MEVDU TO^KAMI NA KOORDINATNOJ PLOS-KOSTI NEOBHODIMO RASSMOTRETX WOPROS I O RASSTOQNII MEVDU TO^KAMI NA^ISLOWOJ OSI (^ISLOWOJ PRQMOJ ILI KOORDINATNOJ PRQMOJ).nAPOMNIM OPRE-DELENIE ^ISLOWOJ PRQMOJ.oPREDELENIE 1. pUSTX NA NEKOTOROJ PRQMOJ a WYBRANY: TO^KA O |NA^ALO OTS^ETA, MAS[TABNYJ OTREZOK OE, GDE TO^KI O I E RAZLI^NYE,DLINA KOTOROGO S^ITAETSQ RAWNOJ EDINICE (EDINICA IZMERENIQ OTREZ-KOW), I POLOVITELXNOE (OT TO^KI O K TO^KE E) I PROTIWOPOLOVNOE EMUOTRICATELXNOE NAPRAWLENIQ. tOGDA \TU PRQMU@ NAZYWA@T ^ISLOWOJ ILIKOORDINATNOJ PRQMOJ. RIS. 3.24 A134



nAPOMNIM TEOREMU OB OBOSNOWANII KOORDINATNOGO METODA NA PRQMOJ.tEOREMA 1.mEVDU MNOVESTWAMI WSEH DEJSTWITELXNYH ^ISEL R I WSEHTO^EK ^ISLOWOJ PRQMOJ (OSI) M MOVNO USTANOWITX WZAIMNO ODNOZNA^-NOE SOOTWETSTWIE, PRI^EM ESLI PRQMAQ RASPOLOVENA GORIZONTALXNO, TOIZ DWUH TO^EK M1 I M2 NA \TOJ PRQMOJ LEVA]EJ PRAWEE (LEWEE) SO-OTWETSTWUET BOLX[EE (MENX[EE) DEJSTWITELXNOE ^ISLO I NAOBOROT, IZDWUH DEJSTWITELXNYH ^ISEL BOLX[EMU (MENX[EMU) IZ NIH SOOTWETSTWUETTO^KA NA ^ISLOWOJ PRQMOJ, LEVA]AQ PRAWEE (LEWEE).dEJSTWITELXNOE ^ISLO x, WZAIMNO ODNOZNA^NO SOOTWETSTWU@]EE TO^-KEM NA ^ISLOWOJ OSI, NAZYWAETSQ KOORDINATOJ (^ISLOWOJ KOORDINATOJ)\TOJ TO^KI. oBOZNA^AETSQM (x). tO^KE O | NA^ALU OTS^ETA SOOTWETSTWU-ET ^ISLO 0, TO ESTX O(0), TO^KE E SOOTWETSTWUET ^ISLO 1, TO ESTX E(1) (SM.RIS. 3.34 A).pODROBNEE OB \TOJ TEOREME I WSEH FIGURIRU@]IH W NEJ TERMINAH MOVNONAJTI W KNIGE [1].oPREDELENIE 2. rASSTOQNIEM MEVDU DWUMQ TO^KAMI M I N ILI NAPRQMOJ, ILI NA PLOSKOSTI, ILI W PROSTRANSTWE NAZYWAETSQ DLINA OTREZ-KA MN , TO ESTX jMN j . oBOZNA^AETSQ RASSTOQNIE MEVDU TO^KAMIM I N�(M ;N ).tAKIM OBRAZOM, �(M ;N ) df= jMN j I ONO POLOVITELXNO WO WSEH SLU^AQHKROME SLU^AQ SOWPADENIQ TO^EK, KOGDA ONO RAWNO NUL@.oTMETIM, ^TO SPRAWEDLIWA TEOREMA O TOM, ^TO 8a > 0 OT DANNOJ TO^KINA DANNOJ POLUPRQMOJ (TO ESTX NA POLUPRQMOJ S NA^ALOM W DANNOJ TO^-KE) MOVNO OTLOVITX EDINSTWENNYJ OTREZOK, DLINA KOTOROGO RAWNA a. pRI\TOM MOVNO UBEDITXSQ, ^TO ESLI W KA^ESTWE NA^ALXNOJ TO^KI POLUPRQMOJWYSTUPAET NA^ALO OTS^ETA O, IMENNO TO^KA M | M (a), LEVA]AQ PRAWEETO^KI O, TAKOWA, ^TO jOM j = a, I IMENNO TO^KA M 0 | M 0(�a), LEVA]AQLEWEE TO^KI O, TAKOWA, ^TO jOM 0j = a. tO^EK ~M NA ^ISLOWOJ OSI, OTLI^NYHKAK OT M , TAK I OT M 0 TAKIH, ^TO jO ~M j = a, NE SU]ESTWUET. sLEDOWA-TELXNO, ESLI ^ISLO x 2 R QWLQETSQ KOORDINATOJ TO^KI M NA ^ISLOWOJ OSI,TO �(O;M ) = jOM j = jxj. tAKIM OBRAZOM, GEOMETRI^ESKIJ SMYSL MODU-LQ DEJSTWITELXNOGO ^ISLA x | RASSTOQNIE OT TO^KI M NA ^ISLOWOJ OSI SKOORDINATOJ x DO TO^KI O | NA^ALA OTS^ETA NA \TOJ OSI.tEOREMA 2.pUSTXM1(x1) I M2(x2) | TO^KI NA ^ISLOWOJ OSI SO SWOIMIKOORDINATAMI. tOGDA �(M1;M2) = jM1M2j = jx2 � x1j.dOKAZATELXSTWOrASSMOTRIM SLEDU@]IE SLU^AI:a) M1 � A(a); M2 � B(b). sM. RIS. 3.24 A, GDE TO^KA A LEVIT NE LEWEETO^KI O NA ^ISLOWOJ OSI, TO ESTX ILI A � O, ILI A LEVIT PRAWEE O, ATO^KA B LEVIT PRAWEE TO^KI A. w SILU TEOREMY 1: b > a > 0. pRI UKAZAN-135



NYH USLOWIQH PRI RASPOLOVENII TO^KI A PRAWEE TO^KI O \TA TO^KA BUDETLEVATX MEVDU TO^KAMI O I B, A POTOMU W SILU OPREDELENIJ SUMMY OTREZ-KOW, DLINY OTREZKA, SWOJSTW DLINY OTREZKA W RASSMATRIWAEMOM SLU^AE(W TOM ^ISLE I KOGDA A � O) OB = OA+ AB ) jOBj = jOAj+ jABj ,, jABj = jOBj � jOAj = jbj � jaj = b� a = jb� aj = ja� bj.b)M1 �M (x); M2 � N (y). CM. RIS. 3.24 A, GDE TO^KAN LEVIT NE PRAWEETO^KI O NA ^ISLOWOJ OSI, TO ESTX ILI N � O, ILI N LEVIT LEWEE O, A TO^KAM LEVIT LEWEE TO^KI N . w SILU TEOREMY 1: x < y 6 0. pRI UKAZANNYHUSLOWIQH PRI RASPOLOVENII TO^KI N LEWEE TO^KI O \TA TO^KA BUDET LEVATXMEVDU TO^KAMI O IM , A POTOMU ANALOGI^NO SLU^A@ a) W RASSMATRIWAEMOMSLU^AE (W TOM ^ISLE I KOGDA N � O) OM = ON + NM ) jOM j = jON j++jNM j , jNM j = jOM j � jON j = jxj � jyj = �x+ y = jy � xj = jx� yj.w) M1 � N (y); M2 � A(a). CM. RIS. 3.24 A, GDE TO^KA N LEVIT LEWEETO^KI O NA ^ISLOWOJ OSI, A TO^KA A LEVIT PRAWEE TO^KI O. w SILU TEOREMY1: y < 0 < a. pRI UKAZANNOM RASPOLOVENII TO^EK N , O I A TO^KA O BUDETLEVATX MEVDU TO^KAMI N I A, A POTOMU NA = NO + OA) jNAj == jON j+ jOAj = jyj+ jaj = �y + a = ja� yj = jy � aj.g) M1 �M2 , x1 = x2 (W SILU TEOREMY 1). pRI \TOM�(M1;M2) df= jM1M2j df= 0 = jx2 � x1j. tEOREMA 2 POLNOSTX@ DOKAZANA.oPREDELENIE 3. oTREZOK AB NAZYWAETSQ NAPRAWLENNYM, ESLI ON ZA-DAN UPORQDO^ENNOJ PAROJ * 9 TO^EK A I B. oBOZNA^AETSQ AB ILI �!AB. w\TIH OBOZNA^ENIQH TO^KA A PERWAQ (NA^ALXNAQ), TO^KA B WTORAQ (KONE^NAQ).eSLI TO^KIA IB RAZLI^NYE, TO NAPRAWLENIE WEKTORA�!AB (OT NA^ALXNOJTO^KI A K KONE^NOJ TO^KE B) S^ITAETSQ TAKIM, PRI KOTOROM NA WYBRANNOMNAPRAWLENII NA PRQMOJ (AB) TO^KA A PRED[ESTWUET TO^KE B (PO POWODUPONQTIQ "PRED[ESTWUET" SM. [1], o11 STR. 158).eSLI TO^KI A I B SOWPADA@T (A � B), TO NAPRAWLENNYJ OTREZOK AAILI �!AA NAZYWAETSQ NULEWYM. nAPRAWLENIE NULEWOGO WEKTORA S^ITAETSQNEOPREDELENNYM. dLQ NULEWYH NAPRAWLENNYH OTREZKOW ISPOLXZU@TSQ OBO-ZNA^ENIQ 0 ILI �!0 .dLQ NAPRAWLENNYH OTREZKOW WWODITSQ PONQTIE DLINY, IME@]EE TAKOJVESMYSL, ^TO I DLQ OBY^NOGO OTREZKA AB. dLINA NAPRAWLENNOGO OTREZKA OBO-ZNA^AETSQ jABj. s U^ETOM TOGO, ^TO DLINA OTREZKA AB OBOZNA^ALASX jABj,jABj = jABj. pO\TOMU DLINA L@BOGO NENULEWOGO NAPRAWLENNOGO OTREZKA |^ISLO POLOVITELXNOE, A DLINA NULEWOGO WEKTORA RAWNA NUL@ (jAAj = 0).9* pARA TO^EK S^ITAETSQ UPORQDO^ENNOJ, ESLI UKAZANO, KAKAQ IZ NIH| PERWAQ, A KAKAQIZ NIH | WTORAQ. 136



-RIS. 3.24 BpUSTX NEKOTORYJ NAPRAWLENNYJ OTREZOK M1M2 ILI LEVIT NA ^ISLOWOJOSI, ILI LEVIT NA PRQMOJ, PARALLELXNOJ ^ISLOWOJ OSI. tOGDA x1 I x2 |KOORDINATY TO^EK M1 I M2 SOOTWETSTWENNO (W SLU^AE PRINADLEVNOSTI ^I-SLOWOJ OSI OTREZKA M1M2), ILI x1 I x2 | KOORDINATY TO^EK M1x I M2x,GDE M1x I M2x | OSNOWANIQ PERPENDIKULQROW, PROWEDENNYH IZ TO^EK M1 IM2 (PROEKCIJ TO^EK M1 I M2) SOOTWETSTWENNO, NA ^ISLOWU@ OSX.oPREDELENIE 4. wELI^INOJ NAPRAWLENNOGO OTREZKA M1M2 NAZYWAET-SQ ^ISLO, RAWNOE x2�x1, GDE x1 I x2 | KOORDINATY TO^EK NA^ALA I KONCAUKAZANNOGO NAPRAWLENNOGO OTREZKA (ILI IH PROEKCIJ) NA ^ISLOWOJ OSI.wELI^INA NAPRAWLENNOGO OTREZKAM1M2 OBOZNA^AETSQ M1M2, PRI \TOM SU-]ESTWENEN PORQDOK TO^EKM1 IM2 (W OTLI^II OT OBY^NOGO OTREZKAM1M2).iZ \TOGO OPREDELENIQ WYTEKAET, ^TO PRI M1 6� M2 M1M2 = jM1M2j,ESLI NAPRAWLENIE M1M2 SOWPADAET S POLOVITELXNYM NAPRAWLENIEM ^I-SLOWOJ OSI (TO ESTX TO^KA M1 ILI EE PROEKCIQ PRED[ESTWUET TO^KE M2ILI EE PROEKCII NA ^ISLOWU@ OSX), I M1M2 = �jM1M2j, ESLI NAPRAWLENIEM1M2 PROTIWOPOLOVNO POLOVITELXNOMU NAPRAWLENI@ (SOWPADAET S OTRI-CATELXNYM NAPRAWLENIEM) ^ISLOWOJ OSI (TO ESTX TO^KA M2 ILI EE PRO-EKCIQ PRED[ESTWUET TO^KE M1 ILI EE PROEKCII NA ^ISLOWU@ OSX). eSLIM1 � M2 , x1 = x2 (M1M2 | NULEWOJ), TO EGO WELI^INA RAWNA NUL@(M1M1 =M2M2 = 0). eSLI IZMENITX PORQDOK KONCOW NAPRAWLENNOGO OTREZ-KA, TO EGO DLINA NE IZMENITSQ, A WELI^INA IZMENIT ZNAK NA PROTIWOPOLOV-NYJ M1M2 = �M2M1; jM1M2j = jM2M1j.wY[E, NA RIS. 3.24 B AB = jABj = jb� aj = b� a;MN = �jMN j = �jy � xj = �(y � x) = x� y; OE = jOEj = 1� 0 = 1.oPREDELENIE 5. eSLI NA NEKOTOROJ PLOSKOSTI � ZADANY DWE WZAIMNOPERPENDIKULQRNYE ^ISLOWYE PRQMYE S OB]IM NA^ALOM OTS^ETA (TO^KOJO IH PERESE^ENIQ), RAWNYMI NA \TIH OSQH EDINICAMI IZMERENIQ OTREZ-KOW (TO ESTX EDINYM MAS[TABOM NA WSEJ PLOSKOSTI), TO GOWORQT, ^TONA \TOJ PLOSKOSTI ZADANA DEKARTOWA PRQMOUGOLXNAQ SISTEMA KOOR-DINAT, \TA PLOSKOSTX NAZYWAETSQ KOORDINATNOJ PLOSKOSTX@, A \TIOSI NAZYWA@TSQ KOORDINATNYMI OSQMI,TO^KA O NAZYWAETSQ NA^ALOMKOORDINAT.eSLI ODNA IZ \TIH OSEJ RASPOLOVENA GORIZONTALXNO | OSX ABSCISS, ADRUGAQ | WERTIKALXNO| OSX ORDINAT, TO POLOVITELXNOE (OTRICATELXNOE)137



NAPRAWLENIQ NA NIH WYBRANY SOOTWETSTWENNO WPRAWO (WLEWO) I WWERH (WNIZ)OT TO^KI O. oSX ABSCISS OBOZNA^AETSQ Ox, OSX ORDINAT OBOZNA^AETSQ Oy,KOORDINATNAQ PLOSKOSTX OBOZNA^AETSQ Oxy.tEOREMA 3. mEVDU MNOVESTWAMI WSEH TO^EK M KOORDINATNOJ PLOS-KOSTI I WSEH UPORQDO^ENNYH PAR DEJSTWITELXNYH ^ISEL (x; y) MOVNOUSTANOWITX WZAIMNO ODNOZNA^NOE SOOTWETSTWIE.sHEMU DOKAZATELXSTWA \TOJ TEOREMY SM. [1], STR. 304 | 306. uPORQDO-^ENNU@ PARU ^ISEL (x; y), GDE x; y 2 R NAZYWA@T KOORDINATAMI TO^KI MNA PLOSKOSTI, OBOZNA^A@TM (x; y), x | ABSCISSA TO^KI M , y | ORDINATATO^KI M . tO^KA O | NA^ALO KOORDINAT IMEET KOORDINATY RAWNYE NUL@,TO ESTX O(0; 0) (SM. RIS. 3.25 A). kOORDINATY TO^KI M (x; y) | KOORDINATYEE PROEKCIJ NA OSI ABSCISS Mx(x) I NA OSI ORDINAT My(y) SOOTWETSTWENNO(SM. RIS. 3.25 A). oTMETIM, ^TO DWE UPORQDO^ENNYE PARY ^ISEL (x1; y1) I(x2; y2) S^ITA@TSQ SOWPADA@]IMI (RAZLI^NYMI), ESLI� x1 = x2;y1 = y2 , (x2 � x1)2++(y2 � y1)2 = 0 � � x1 6= x2 ;y1 6= y2 , (x2 � x1)2++(y2 � y1)2 > 0 � :RIS. 3.25 A RIS. 3.25 B RIS. 3.25 WtEOREMA 4. pUSTX M1 | M1(x1; y1) ; M2 | M2(x2; y2), TOGDAjM1M2j = �(M1;M2) =p(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 :dOKAZATELXSTWOpUSTX TO^KI M1 I M2 RAZLI^NYE. rASSMOTRIM SLEDU@]IE SLU^AI.a) (M1M2) k Ox ILI (M1M2) 2 Ox, TOGDA TAK KAK Ox ? Oy, TO W SILUSLEDSTWIQ IZ TEOREMY 4 P. 3:5 (M1M2) ? Oy. pUSTX M0(y0) �� (M1M2) \ Oy, M0 | SOWPADA@]IE PROEKCII TO^EK M1 I M2 NA OSX Oy,PO\TOMU ORDINATY TO^EK M1 I M2 RAWNY, y1 = y2 = y0 ) y2 � y1 = 0(SM. RIS. 3.25 B). eSLI OTREZOK M1M2 2 Ox, TO W SILU TEOREMY 2 O RAS-STOQNII MEVDU DWUMQ TO^KAMI NA ^ISLOWOJ PRQMOJ jM1M2j = jx2 � x1j.eSLI OTREZOK M1M2 =2 Ox, TO ESLI OPUSTITX IH \TIH TO^EK PERPENDIKU-LQRY NA OSX Ox, M1x I M2x | OSNOWANIQ \TIH PERPENDIKULQROW, MY PO-LU^IM PRQMOUGOLXNIK M1xM1M2M2x, U KOTOROGO (PO SOOTWETSTWU@]EMUSWOJSTWU) STORONY M1xM2x I M1M2 RAWNY, OTKUDA I W SILU TEOREMY 2jM1M2j = jM1xM2xj = jx2 � x1j. sLEDOWATELXNO, W RASSMATRIWAEMOM SLU-^AE: 138



�(M1;M2) = jM1M2j = jx2 � x1j =p(x2 � x1)2 =p(x2 � x1)2 + 02 ==p(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 :b) (M1M2) k Oy ILI (M1M2) 2 Oy, TOGDA TAK KAK Ox ? Oy, TO W SILUSLEDSTWIQ IZ TEOREMY 4 P. 3:5 (M1M2) ? Ox. pUSTX M0(x0) �� (M1M2) \Ox, M0 | SOWPADA@]IE PROEKCII TO^EK M1 I M2 NA OSX Ox,PO\TOMU ABSCISSY TO^EK M1 I M2 RAWNY, x1 = x2 = x0 ) x2 � x1 = 0 (SM.RIS. 3.25 W). eSLI OTREZOK M1M2 2 Oy, TO W SILU TEOREMY 2 O RASSTOQNIIMEVDU DWUMQ TO^KAMI NA ^ISLOWOJ PRQMOJ jM1M2j = jy2 � y1j. eSLI OT-REZOK M1M2 =2 Oy, TO, OPUSKAQ IH \TIH TO^EK PERPENDIKULQRY NA OSX Oy,M1y I M2y | OSNOWANIQ \TIH PERPENDIKULQROW, MY POLU^IM PRQMOUGOLX-NIK M1yM1M2M2y, U KOTOROGO (PO SOOTWETSTWU@]EMU SWOJSTWU) STORONYM1yM2y I M1M2 RAWNY, OTKUDA I W SILU TEOREMY 2: jM1M2j = jM1yM2yj == jy2 � y1j. sLEDOWATELXNO, W RASSMATRIWAEMOM SLU^AE:�(M1;M2) = jM1M2j = jy2 � y1j =p(y2 � y1)2 =p02 + (y2 � y1)2 ==p(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 :RIS. 3.25 G RIS. 3.25 Dw) (M1M2) 6k Ox I (M1M2) 6k Oy (SM. RIS. 3.25 G). ~EREZ TO^KU M1PROWEDEM PRQMU@ `1 k Ox (ESLI M1 2 Ox, TO `1 � Ox), ^EREZ TO^KU M2PROWEDEM PRQMU@ `2 k Oy (ESLI M2 2 Oy, TO `2 � Oy). tAK KAK `1 k OxILI `1 � Ox, TO W SILU Ox ? Oy I SLEDSTWIQ IZ TEOREMY 4 P. 3:5 `1 ? Oy,A TAK KAK `2 k Oy ILI `2 � Oy, TO W SILU TOGO VE SLEDSTWIQ `1 ? `2.sLEDOWATELXNO, PRQMYE `1 I `2 PERESEKUTSQ W NEKOTOROJ TO^KE N . |TA TO^KAN OTLI^NA KAK OT TO^KI M1, TAK I OT TO^KI M2. pREDPOLAGAQ PROTIWNOE,^TO, NAPRIMER, N �M1 POSKOLXKU N 2 `2, TO IM1 2 `2. a TAK KAKM2 2 `2I M1 6� M2, TO `2 � (M1M2). pOSLEDNEE OBSTOQTELXSTWO OZNA^AET, ^TO(M1M2) k Oy, ^TO PROTIWORE^IT RASSMATRIWAEMOMU SLU^A@. aNALOGI^NOUSTANAWLIWAETSQ NEWOZMOVNOSTX SOWPADENIQ TO^EK M2 I N . pUSTX N |N (x0; y0). tAK KAK (M1N ) k Ox, TO SOGLASNO SLU^A@ a) y0 = y1, A TAK KAK(M2N ) k Oy, TO SOGLASNO SLU^A@ b) x0 = x2, SLEDOWATELXNO, N | N (x2; y1).iZ USLOWIJ N 6�M1 I N 6�M2 SOOTWETSTWENNO WYTEKAET, ^TO139



� x1 6= x2 ;y1 6= y1 , x1 6= x2 I � x2 6= x2 ;y1 6= y2 , y1 6= y2 :tAKIM OBRAZOM, POPUTNO USTANOWLENO, ^TO IZ USLOWIJM1(x1; y1) 6�M2(x2; y2) I M1M2 6k Ox, M1M2 6k Oy, WYTEKAET, ^TO� x1 6= x2;y1 6= y2 :oTMETIM, ^TO (M1M2) k Ox(Oy) , y2 = y1(x1 = x2), OTKUDA WYTEKAETOBRATNOE K SFORMULIROWANNOMU PERED \TIM UTWERVDENIE� x1 6= x2;y1 6= y2 ) � M1M2 6k Ox;M1M2 6k Oy :4M1NM2 | PRQMOUGOLXNYJ, TAK KAK (M1N ) ? (NM2), PO DOKAZANNOMU WSLU^AQH a) I b) jM1N j = jx2 � x1j; jNM2j = jy2 � y1j, SLEDOWATELXNO POTEOREME pIFAGORA DLQ 4M1NM2 I W SLU^AE w) POLU^AEM, ^TO�(M1;M2) = jM1M2j =pjM1N j2 + jNM2j2 =p(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 :oSTALOSX RASSMOTRETX POSLEDNIJ, PROSTEJ[IJ SLU^AJ, KOGDAM1 �M2.w SILU TEOREMY 3 \TO OZNA^AET, ^TO KOORDINATY \TIH TO^EK SOWPADA@T,TO ESTX x1 = x2 , (x2 � x1) = 0 I y1 = y2 , (y2 � y1) = 0. tAK KAK POOPREDELENI@ W \TOM SLU^AE �(M1;M2) = jM1M2j = 0, TO�(M1;M2) = jM1M2j = 0 = p0 = p02 + 02 =p(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 :tEOREMA 4 POLNOSTX@ DOKAZANA.uRAWNENIE OKRUVNOSTI. sFORMULIRUEM (E]E RAZ) OPREDELENIE OKRUV-NOSTI.oPREDELENIE 6.oKRUVNOSTX@ NAZYWAETSQ FIGURA, SOSTOQ]AQ IZ WSEHTO^EK PLOSKOSTI, RASPOLOVENNYH NA RAWNOM POLOVITELXNOM RASSTO-QNII OT NEKOTOROJ FIKSIROWANNOJ TO^KI \TOJ PLOSKOSTI. uKAZANNAQTO^KA NAZYWAETSQ CENTROM OKRUVNOSTI.rADIUSOM OKRUVNOSTI NAZYWAETSQ L@BOJ OTREZOK, SOEDINQ@]IJ TO^-KU OKRUVNOSTI S EE CENTROM, A TAKVE RADIUSOM NAZYWAETSQ RASSTOQ-NIE (DLINA OTREZKA) OT L@BOJ TO^KI OKRUVNOSTI DO EE CENTRA.zAME^ANIE. tREBOWANIE POLOVITELXNOSTI RASSTOQNIQ W OPREDELENII 6WYZWANO TEM, ^TO ESLI BY \TO RASSTOQNIE RAWNQLOSX NUL@ (A \TO WOZMOVNOMEVDU SOWPADA@]IMI TO^KAMI), TO TOGDA OKRUVNOSTX@ (S NULEWYM RADI-USOM) MOGLA BYTX I WSEGO ODNA TO^KA. tRADICIONNO ODNU TO^KU NE PRINQTOS^ITATX OKRUVNOSTX@.w SILU DOKAZANNOJ TEOREMY 4 O RASSTOQNII MEVDU DWUMQ TO^KAMI NA KO-ORDINATNOJ PLOSKOSTI I OPREDELENIQ 6 TO^KAM (x; y) PRINADLEVIT OKRUV-NOSTI S CENTROM W TO^KE M0(x0; y0) RADIUSA R > 0 TOGDA I TOLXKO TOGDA,KOGDA �(M ;M0) = R ILI (x � x0)2 + (y � y0)2 = R2. sLEDOWATELXNO, URAW-140



NENIE OKRUVNOSTI S CENTROM W TO^KE M0(x0; y0) RADIUSA R > 0 IMEET WID(SM. WY[E RIS. 57 D) (x� x0)2 + (y � y0)2 = R2.eSLI M0 | O(0; 0), TO ESTX x0 = y0 = 0, TO SLEDOWATELXNO, x2 + y2 = R2| URAWNENIE OKRUVNOSTI RADIUSA R S CENTROM W NA^ALE KOORDINAT.������������������������������������������3:9. pRIZNAK PERPENDIKULQRNOSTI PRQMOJ I PLOSKOSTI. tEORE-MA OB OB]EM PERPENDIKULQRE K DWUM SKRE]IWA@]IMSQ PRQMYM.tEOREMA O TREH PERPENDIKULQRAHw SLU^AE PROSTRANSTWA KROME SITUACII, KOGDA DWE PRQMYE NAHODQTSQ WODNOJ PLOSKOSTI I NE IME@T OB]IH TO^EK (TO ESTX PARALLELXNY), WOZMOVNOI TAKOE RASPOLOVENIE PRQMYH, KOGDA ONI NE LEVAT W ODNOJ PLOSKOSTI.oPREDELENIE 1. pRQMYE W PROSTRANSTWE, KOTORYE NE LEVAT W ODNOJPLOSKOSTI, NAZYWA@TSQ SKRE]IWA@]IMISQ.RIS. 3.26 A RIS. 3.26 B RIS. 3.26 WtEOREMA 1 (O SU]ESTWOWANII SKRE]IWA@]IHSQ PRQMYH). eSLI ODNA IZDWUH PRQMYH LEVIT W NEKOTOROJ PLOSKOSTI, A DRUGAQ IZ \TIH PRQMYHPERESEKAET \TU PLOSKOSTX W TO^KE, NE LEVA]EJ NA PERWOJ PRQMOJ, TOTAKIE PRQMYE QWLQ@TSQ SKRE]IWA@]IMISQ.dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.26 A. pUSTX PRQMAQ a LEVIT W PLOSKOSTI �, PRQMAQ b PERESE-KAET PLOSKOSTX � W TO^KE C. sLEDUET OTMETITX, ^TO PODOBNAQ KONFIGURACIQSU]ESTWUET. eSLI PROWESTI ^EREZ TO^KI A I B PRQMU@ a (PO SOOTWETSTWU-@]EJ AKSIOME SM. [1], RAZDEL II, P. 2.3.0) ONA BUDET LEVATX W PLOSKOSTI �,TO^KA C (SU]ESTWOWANIE TAKOJ TO^KI C TAKVE GARANTIRUETSQ ODNOJ IZ AK-SIOM, SM. [1], RAZDEL II, P. 2.3.0), A TAKVE ESLI ^EREZ TO^KI C I D (D 62)PROWESTI PRQMU@ b, TO PRQMAQ b NE BUDET LEVATX W PLOSKOSTI �, TAK KAKW PROTIWNOM SLU^AE TO^KA D LEVALA BY W PLOSKOSTI �, ^TO NEWERNO. eSLIPREDPOLOVITX, ^TO SU]ESTWUET NEKOTORAQ PLOSKOSTX �, SODERVA]AQ PRQMYEa I b, A STALO BYTX, I WSE ^ETYRE TO^KI A, B, C, D, TO W SILU EDINSTWENNOS-TI PLOSKOSTI, PROHODQ]EJ ^EREZ TO^KI A, B, C, PLOSKOSTI � I � SOWPADUT,STALO BYTX, TO^KA D DOLVNA BUDET OKAZATXSQ W PLOSKOSTI �, ^TO NEWERNO.sLEDOWATELXNO, PRQMYE a I b NE LEVAT W ODNOJ PLOSKOSTI, A POTOMU ONISKRE]IWA@TSQ. tEOREMA 1 DOKAZANA.141



zAME^ANIE. sKRE]IWA@]IESQ PRQMYE NE IME@T OB]IH TO^EK. |TO LEG-KO DOKAZYWAETSQ OT PROTIWNOGO. pREDPOLAGAQ SU]ESTWOWANIE OB]EJ TO^KIU \TIH PRQMYH, MY POLU^IM, ^TO ESLI \TI PRQMYE RAZLI^NY, TO ONI LE-VAT W ODNOJ PLOSKOSTI, ESLI \TI PRQMYE SOWPADA@T (A \TO PRI NALI^IIU NIH DWUH RAZLI^NYH OB]IH TO^EK), TO ^EREZ NIH PROHODIT BESKONE^NOEMNOVESTWO PLOSKOSTEJ.tEOREMA 2. ~EREZ KAVDU@ IZ DWUH SKRE]IWA@]IHSQ PRQMYH PROHODITEDINSTWENNAQ PLOSKOSTX, PARALLELXNAQ DRUGOJ PRQMOJ, PRI^EM \TI PLOS-KOSTI PARALLELXNY. dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.26 B.pUSTX a � (AB) I b � (CD) | DWE SKRE]IWA@]IESQ PRQ-MYE. dOKAVEM, ^TO, NAPRIMER, ^EREZ PRQMU@ (CD) PROHODIT EDINSTWENNAQPLOSKOSTX, PARALLELXNAQ PRQMOJ (AB). pROWEDEM ^EREZ TO^KU C PRQMU@a0 � (CE), PARALLELXNU@ PRQMOJ a, tAK KAK b 6k a, TO PRQMYE b I a0 |RAZLI^NYE. pOSKOLXKU \TI PRQMYE IME@T OB]U@ TO^KU C, TO C | TO^KAIH PERESE^ENIQ. ~EREZ PRQMYE a0 I b MOVNO PROWESTI EDINSTWENNU@ PLOS-KOSTX (OBOZNA^IM EE ZA �), PRI \TOM, TAK KAK PRQMYE a I b SKRE]IWA@TSQ,a NE LEVIT W PLOSKOSTI �. tAK KAK a k a0, a0 2 �, TO a k �. sU]ESTWOWANIEPLOSKOSTI, PROHODQ]EJ ^EREZ PRQMU@ b, PARALLELXNO PRQMOJ a, DOKAZANO.dOKAVEM EE EDINSTWENNOSTX. pREDPOLOVIM, ^TO ^EREZ PRQMU@ b PROHODITE]E ODNA PLOSKOSTX �0 6� �, PARALLELXNAQ PRQMOJ a. s ODNOJ STORONY, \TAPLOSKOSTX PROHODIT ^EREZ TO^KU C, S DRUGOJ STORONY, ONA NE SODERVIT PRQ-MU@ a0 (INA^E ONA SOWPADALA BY S PLOSKOSTX@ �). sLEDOWATELXNO, PLOSKOSTX�0 PERESEKAET PRQMU@ a0, TAK KAK a0 k a, TO PLOSKOSTX �0 PERESEKAET PRQMU@a, PRI[LI K PROTIWORE^I@ S TEM, ^TO a k �0. pOLU^ENNOE PROTIWORE^IE DO-KAZYWAET EDINSTWENNOSTX PLOSKOSTI � k a TAKOJ, ^TO b 2 � I PRQMYE a I bSKRE]IWA@TSQ. aNALOGI^NYM OBRAZOM, PROWODQ ^EREZ TO^KU A 2 a PRQMU@b0 k b I ZATEM ^EREZ PRQMYE a I b0 | PLOSKOSTX �, MY POLU^IM, ^TO b k �(SM. RIS. 3.26 W). eDINSTWENNOSTX \TOJ PLOSKOSTI DOKAZYWAETSQ TO^NO TAKVE, KAK DOKAZYWAETSQ EDINSTWENNOSTX PLOSKOSTI �. dALEE, POLU^IW, ^TO WPLOSKOSTI � IME@TSQ DWE PERESEKA@]IESQ PRQMYE b I a0 SOOTWETSTWENNO PA-RALLELXNYE PRQMYM b0 I a, LEVA]IM W PLOSKOSTI �, A POTOMU BUDEM IMETX,^TO � k �. tEOREMA 2 POLNOSTX@ DOKAZANA.RIS. 3.27 A RIS. 3.27 B RIS. 3.27 WoTMETIM TRI WOZMOVNYH WZAIMNYH RASPOLOVENIQ DWUH PRQMYH W PRO-STRANSTWE:A) PRQMYE PERESEKA@TSQ (IME@T EDINSTWENNU@ OB]U@ TO^KU), ^EREZ NIHPROHODIT EDINSTWENNAQ PLOSKOSTX (SM. RIS. 3.27 A);142



B) PRQMYE PARALLELXNY (ONI LEVAT W ODNOJ PLOSKOSTI I NE IME@T OB]IHTO^EK), PLOSKOSTX, W KOTOROJ ONI LEVAT, EDINSTWENNAQ (SM. RIS. 3.27 B);W) PRQMYE SKRE]IWA@TSQ (ONI NE LEVAT W ODNOJ PLOSKOSTI I NE IME@TOB]IH TO^EK, SM. RIS. 3.27 W).zAME^ANIE. eDINSTWENNOSTX PLOSKOSTI, W KOTOROJ LEVAT PARALLELXNYEPRQMYE, OBOSNOWYWAETSQ TAK. pUSTX a I b | PARALLELXNYE PRQMYE. wY-BEREM PROIZWOLXNYE DWE TO^KI NA PRQMOJ a I ODNU TO^KU NA PRQMOJ b.~EREZ \TI TRI TO^KI PROHODIT EDINSTWENNAQ PLOSKOSTX. pRQMAQ a LEVITW \TOJ PLOSKOSTI. w SILU EDINSTWENNOSTI PRQMOJ W PROSTRANSTWE, PROHO-DQ]EJ ^EREZ TO^KU, NE LEVA]U@ NA DRUGOJ PRQMOJ, KOTORAQ PARALLELXNA\TOJ DRUGOJ PRQMOJ, WSQKAQ PRQMAQ, PARALLELXNAQ PRQMOJ a I PROHODQ]AQ^EREZ TRETX@ TO^KU, MOVET TOLXKO SOWPADATX S PRQMOJ b, PO\TOMU PRQMAQ bLEVIT W POSTROENNOJ PLOSKOSTI. pREDPOLAGAQ, ^TO ^EREZ \TI PRQMYE PROJ-DET E]E ODNA PLOSKOSTX, MY POLU^IM, ^TO ONA PROJDET I ^EREZ WYBRANNYEWY[E TRI TO^KI, TEM SAMYM, POLU^IM PROTIWORE^IE S TEM, ^TO ^EREZ TRITO^KI, NE LEVA]IE NA ODNOJ PRQMOJ, PROHODIT TOLXKO ODNA PLOSKOSTX. |TOPROTIWORE^IE DOKAZYWAET EDINSTWENNOSTX PLOSKOSTI, PROHODQ]EJ ^EREZ PA-RALLELXNYE PRQMYE.pRI PERESE^ENII DWUH PRQMYH a I b OBRAZU@TSQ ^ETYRE UGLA, IME@]IEOB]U@ WER[INU W TO^KE PERESE^ENIQ \TIH PRQMYH. iZ NIH DWE PARY WER-TIKALXNYH UGLOW, A TAKVE ^ETYRE PARY SMEVNYH UGLOW. w SILU RAWENSTWAWERTIKALXNYH UGLOW NERAWNYMI MOGUT BYTX TOLXKO SMEVNYE UGLY, PRIUSLOWII, ^TO ODIN IZ NIH OSTRYJ, DRUGOJ | TUPOJ. oSTRYJ UGOL QWLQETSQMENX[IM IZ \TIH UGLOW, TUPOJ | BOLX[IM IZ NIx.sOOTWETSTWU@]IE OPREDELENIQ I UTWERVDENIQ SM. PODROBNEE W KNIGE [1].dOGOWORIMSQ WS@DU W DALXNEJ[EM UGLOM MEVDU PERESEKA@]IMISQ NEPERPENDIKULQRNYMI PRQMYMI S^ITATX MENX[IJ IZ UGLOW, OBRAZU@]IHSQPRI IH PERESE^ENII. eSLI \TI PRQMYE WZAIMNO PERPENDIKULQRNY, TO UGOLMEVDU NIMI PRQMOJ.uGOL MEVDU PARALLELXNYMI ILI SOWPADA@]IMI PRQMYMI BUDEM S^I-TATX NULEWYM.oPREDELENIE 2. uGLOM MEVDU SKRE]IWA@]IMISQ PRQMYMI NAZY-WAETSQ UGOL MEVDU PERESEKA@]IMISQ PRQMYMI, KOTORYE SOOTWETSTWEN-NO PARALLELXNY DANNYM SKRE]IWA@]IMSQ PRQMYM.pRI \TOM MEROJ TAKOGO UGLA ESTESTWENNO S^ITATX MERU UGLA MEVDUSOOTWETSTWENNO PARALLELXNYMI IM PERESEKA@]IMISQ PRQMYMI (SM. RIS.3.27 W).w U^EBNIKAH GEOMETRII DOKAZYWAETSQ, ^TO \TOT UGOL NE ZAWISIT OT TOGO,KAKIE BERUTSQ PERESEKA@]IESQ PRQMYE I GDE RASPOLOVENA IH TO^KA PERE-SE^ENIQ. 143



oPREDELENIE 3. dWE PRQMYE W PROSTRANSTWE NAZYWA@TSQ PERPENDI-KULQRNYMI, ESLI UGOL MEVDU NIMI PRQMOJ.RIS. 3.28 A RIS. 3.28 BtEOREMA 3. eSLI ODNA IZ DWUH PARALLELXNYH PRQMYH PERPENDIKULQRNATRETXEJ PRQMOJ, TO I DRUGAQ IZ NIH PERPENDIKULQRNA \TOJ PRQMOJ.dOKAZATELXSTWOpUSTX a, b I c | PRQMYE W PROSTRANSTWE, a k b, a ? c. tREBUETSQ DOKA-ZATX, ^TO b ? c. sM. RIS. 3.28 A. dLQ \TOGO ^EREZ PROIZWOLXNU@ TO^KU MPROSTRANSTWA, NE PRINADLEVA]U@ NI ODNOJ IZ PRQMYH a, b I c, PROWEDEMPRQMYE (MA) k a, (MC) k c. pO OPREDELENI@ PERPENDIKULQRNOSTI PRQMYHW PROSTRANSTWE \AMC | PRQMOJ. tAK KAK (MA) k a, a k b, TO (MA) k b,SOGLASNO OPREDELENIQM 2 I 3 b ? c. tEOREMA 3 DOKAZANA.zAME^ANIE. sU]ESTWOWANIE TO^KIM W DOKAZATELXSTWE TEOREMY 3 SLEDU-ET IZ SLEDU@]IH RASSUVDENIJ. eSLI PRQMYE a, b I c LEVAT W ODNOJ PLOSKOS-TI, TO W KA^ESTWE TO^KI M MOVNO WZQTX PROIZWOLXNU@ TO^KU, NE LEVA]U@W \TOJ PLOSKOSTI. eSLI PRQMAQ c NE LEVIT W PLOSKOSTI 
 PARALLELXNYHPRQMYH a I b, TO c IMEET NE BOLEE ODNOJ OB]EJ TO^KI S PLOSKOSTX@ 
. wY-BEREM, NAPRIMER, TO^KU A NA PRQMOJ a, KOTORAQ NE LEVIT NA PRQMOJ c ITO^KU C NA PRQMOJ c TAKU@, ^TO C NE LEVIT W PLOSKOSTI 
 (O^EWIDNO, ^TOA 6� C). w KA^ESTWE TO^KI M MOVNO WZQTX, NAPRIMER, SEREDINU OTREZKAAC, M 6� A, M 6� C. tO^KA M 62 
 (W PROTIWNOM SLU^AE WSQ PRQMAQ (AM ),W TOM ^ISLE I TO^KA C BUDET W PLOSKOSTI 
, ^TO NEWERNO), SLEDOWATELXNOM 62 a I M 62 b, TO^KAM TAKVE NE LEVIT NA PRQMOJ c (W PROTIWNOM SLU^AEPRQMAQ (CM ) � c, A POTOMU A 2 c, ^TO NEWERNO).oPREDELENIE 4. pRQMAQ, PERESEKA@]AQ PLOSKOSTX, NAZYWAETSQ PER-PENDIKULQRNOJ \TOJ PLOSKOSTI, ESLI ONA PERPENDIKULQRNA L@BOJ PRQ-MOJ, KOTORAQ LEVIT W DANNOJ PLOSKOSTI. pRI \TOM TAKVE PLOSKOSTXNAZYWAETSQ PERPENDIKULQRNOJ UKAZANNOJ PRQMOJ.144



RIS. 3.28 W RIS. 3.28 GtEOREMA 4. eSLI ODNA IZ DWUH PARALLELXNYH PRQMYH PERPENDIKULQRNAPLOSKOSTI, TO I DRUGAQ IZ NIH PERPENDIKULQRNA \TOJ PLOSKOSTI.dOKAZATELXSTWOpUSTX a, b | PRQMYE W PROSTRANSTWE, a k b, � | PLOSKOSTX, a ? �.tREBUETSQ DOKAZATX, ^TO b ? �. sM. RIS. 3.28 B. pROWEDEM W PLOSKOSTI �PROIZWOLXNU@ PRQMU@ m. w SILU PROIZWOLXNOSTI PRQMOJ m I OPREDELE-NIQ 4 SLEDUET a ? m, A W SILU TEOREMY 3 WYTEKAET, ^TO b ? m. w SILUPROIZWOLXNOSTI PRQMOJ m I OPREDELENIQ 4 SLEDUET, ^TO b ? �. tEOREMA 4DOKAZANA.iMEET MESTO I OBRATNAQ TEOREMA.tEOREMA 5. eSLI DWE PRQMYE PERPENDIKULQRNY PLOSKOSTI, TO ONI PA-RALLELXNY. dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.28 W I G. pUSTX PRQMYE a I b PERPENDIKULQRNY PLOSKOSTI �,TREBUETSQ DOKAZATX, ^TO ONI PARALLELXNY. pROWEDEM ^EREZ NEKOTORU@ TO^-KU M 2 b PRQMU@ b1, PARALLELXNU@ PRQMOJ a. w SILU TEOREMY 4: b1 ? �.dOKAVEM, ^TO PRQMYE b1 I b SOWPADA@T, TOGDA BUDET SLEDOWATX a k b. pRED-POLOVIM, ^TO PRQMYE b I b1 NE SOWPADA@T, TOGDA ONI PERESEKA@TSQ W TO^KEM I ^EREZ NIH MOVNO PROWESTI EDINSTWENNU@ PLOSKOSTX �. pOSKOLXKU SO-GLASNO OPREDELENI@ 4: PRQMAQ b I PLOSKOSTX � PERESEKA@TSQ, TO ONI IME@TOB]U@ TO^KU. sLEDOWATELXNO, PLOSKOSTI � I � IME@T OB]U@ TO^KU I PO-TOMU ONI IME@T OB]U@ PRQMU@ c, PO KOTOROJ ONI PERESEKA@TSQ. tAK KAKb ? � I b1 ? �, TO W SILU OPREDELENIQ 4 b ? c I b1 ? c, POLU^ILI, ^TOIZ TO^KI M K PRQMOJ c W PLOSKOSTI � PROWEDENO DWA PERPENDIKULQRA, ^TONEWOZMOVNO. sLEDOWATELXNO, b1 � b) a k b. tEOREMA 5 DOKAZANA.tEOREMA 6 (PRIZNAK PERPENDIKULQRNOSTI PRQMOJ I PLOSKOSTI). eSLIPRQMAQ PERPENDIKULQRNA DWUM PERESEKA@]IMSQ PRQMYM, LEVA]IM W PLOS-KOSTI, TO ONA PERPENDIKULQRNA DANNOJ PLOSKOSTI.145



RIS. 3.29 A RIS. 3.29 BdOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.29 B. rASSMOTRIM PRQMU@ a, TAKU@, ^TO a ? m, a ? n,m; n 2 �; m\n � O (m I n | UKAZANNYE W USLOWII TEOREMY PRQMYE, O |TO^KA IH PERESE^ENIQ). tREBUETSQ DOKAZATX, ^TO PRQMAQ a PERPENDIKULQR-NA PLOSKOSTI � (a ? �). dLQ \TOGO (SOGLASNO OPREDELENI@ 4) DOSTATO^NODOKAZATX, ^TO PRQMAQ a PERPENDIKULQRNA PROIZWOLXNOJ PRQMOJ q, LEVA]EJW PLOSKOSTI �.rASSMOTRIM SLU^AJ, KOGDA PRQMAQ a PROHODIT ^EREZ TO^KU O, PRI^EMq 6� m I q 6� n. * 10 ~EREZ TO^KU O W PLOSKOSTI � PROWEDEM PRQMU@ l k q(ESLI OKAZALOSX, ^TO q PROHODIT ^EREZ TO^KU O, TO W KA^ESTWE PRQMOJ lMOVNO WZQTX PRQMU@ q). wYBEREM NA PRQMOJ a TO^KU A, OTLI^NU@ OT TO^-KI O I NA DOPOLNITELXNOM PO OTNO[ENI@ K LU^U OA LU^E OB WYBEREMTO^KU B TAKU@, ^TO OB = OA TEM SAMYM, TO^KA O BUDET SEREDINOJ OT-REZKA AB. pROWEDEM W PLOSKOSTI � PRQMU@ p, PERESEKA@]U@ PRQMYE l, mI n SOOTWETSTWENNO W TO^KAH L, M I N . pODROBNEE OB \TOM SM. W KNIGE[1]. dLQ OPREDELENNOSTI BUDEM S^ITATX, ^TO TO^KA N NA PRQMOJ p LEVITMEVDU TO^KAMI L I M . pRQMYE m I n QWLQ@TSQ SEREDINNYMI PERPENDI-KULQRAMI, PROWEDENNYMI SOOTWETSTWENNO W PLOSKOSTQH (AMB) I (ANB),K OTREZKU AB. w SILU SWOJSTWA SEREDINNOGO PERPENDIKULQRA K OTREZKUAM = BM I AN = BN . w 4AMN I 4BMN TAKVE STORONA MN |OB]AQ. sLEDOWATELXNO, 4AMN = 4BMN (PO TREM STORONAM), A POTOMU\AML = \BML. dALEE, RASSMOTRIM4AML I4BML, U NIH STORONAML| OB]AQ, AM = BM , \AML = \BML, SLEDOWATELXNO, 4AML = 4BML(PO DWUM STORONAM I UGLU MEVDU NIMI), A POTOMU AL = BL. pOSLEDNEE RA-WENSTWO OZNA^AET, ^TO 4ALB | RAWNOBEDRENNYJ, OL | EGO MEDIANA, PRO-WEDENNAQ K OSNOWANI@ AB, KOTORAQ (SOGLASNO SWOJSTWAM RAWNOBEDRENNOGOTREUGOLXNIKA) QWLQETSQ WYSOTOJ. tAKIM OBRAZOM, a � (AB) ? (OL) � l. w10* sU]ESTWOWANIE TAKOJ PRQMOJ q MOVNO POLU^ITX, NAPRIMER, WYBIRAQ NA KAVDOJIZ PRQMYH m I n TO^KI M I N , OTLI^NYE OT TO^KI O IH PERESE^ENIQ, SOEDINQQ IHPRQMOJ, ZATEM, WYBIRAQ NA PRQMOJ (MN) OTLI^NU@ OTM I N TO^KUL I PROWODQ PRQMU@q � (OL). 146



SLU^AE l � q SRAZU SLEDUET, ^TO a ? q. w SLU^AE l k q TAK KAK PO DOKAZANNO-MU l ? a, TO W SILU TEOREMY 3: a ? q. w SILU PROIZWOLXNOSTI WYBRANNOJPRQMOJ q 2 � I OPREDELENIQ 4 SLEDUET, ^TO PRQMAQ a ? �.rASSMOTRIM TEPERX SLU^AJ, KOGDA PRQMAQ a NE PROHODIT ^EREZ TO^KU O.pROWEDEM ^EREZ TO^KU O PRQMU@ a1 k a, W SILU TEOREMY 3 a1 ? m I a1 ? n,PO DOKAZANNOMU W PREDYDU]EM SLU^AE a1 ? �, TEPERX W SILU TEOREMY 4POLU^AEM, ^TO a ? �. tEOREMA 6 POLNOSTX@ DOKAZANA.zAME^ANIE. uTWERVDENIE, OBRATNOE TEOREME, 6 NEPOSREDSTWENNO WYTEKA-ET IZ OPREDELENIQ 4.oPREDELENIE 5.oB]IM PERPENDIKULQROM DWUH SKRE]IWA@]IHSQ PRQ-MYH NAZYWAETSQ OTREZOK S KONCAMI NA \TIH PRQMYH, QWLQ@]IJSQ PER-PENDIKULQROM K KAVDOJ IZ NIH (TO ESTX \TOT OTREZOK LEVIT NA PRQMOJ,PERPENDIKULQRNOJ KAVDOJ IZ \TIH SKRE]IWA@]IHSQ PRQMYH).RIS. 3.30tEOREMA 7. dWE SKRE]IWA@]IESQ PRQMYE IME@T OB]IJ PERPENDIKULQR,I PRITOM TOLXKO ODIN. oN QWLQETSQ OB]IM PERPENDIKULQROM PARALLELX-NYH PLOSKOSTEJ, PROHODQ]IH ^EREZ \TI PRQMYE.dOKAZATELXSTWOpUSTX a I b | DANNYE SKRE]IWA@]IESQ PRQMYE. sOGLASNO TEOREME 2^EREZ PRQMU@ a PROHODIT EDINSTWENNAQ PLOSKOSTX �, PARALLELXNAQ PRQ-MOJ b, A ^EREZ PRQMU@ b PROHODIT EDINSTWENNAQ PLOSKOSTX �, PARALLELXNAQPRQMOJ a, PRI^EM � k �. iZ PROIZWOLXNOJ TO^KI C 2 a PROWEDEM PRQMU@(CD) ? �, TOGDA W SILU OPREDELENIQ 4: (CD) ? b, A TAKVE SILU TEOREMY 8(CD) ? � (OTKUDA (CD) ? a), D 2 �. eSLI OKAZALOSX, ^TO D 2 b, TO (CD)I ESTX OB]IJ PERPENDIKULQR K SKRE]IWA@]IMSQ PRQMYM a I b.pREDPOLOVIM, ^TO TO^KA D 62 b. tAK KAK PRQMAQ (CD) IMEET OB]U@TO^KU S PLOSKOSTX@ �, A PRQMAQ a NE IMEET S NEJ OB]IH TO^EK, TO \TIPRQMYE RAZLI^NY. sLEDOWATELXNO, ONI PERESEKA@TSQ W TO^KE C. pROWEDEM^EREZ PRQMYE a I (CD) PLOSKOSTX 
, KOTORAQ PERESE^ET PLOSKOSTX � POPRQMOJ (DB) k a. pRQMAQ (DB) PERESE^ET PRQMU@ b 2 � W TO^KE B (ESLIPREDPOLOVITX, ^TO (DB) k b, TO a k b, A \TO NEWERNO). ~EREZ TO^KU BPROWEDEM PRQMU@ (BA) k (DC), SLEDOWATELXNO, PRQMAQ (BA) 2 
, A POTOMU147



\TA PRQMAQ PERESE^ET PRQMU@ a W TO^KE A. w SILU TEOREMY 4: (BA) ? �, AW SILU � k � I (SM. NIVE) TEOREMY 8: (BA) ? �. tAKIM OBRAZOM, (BA) ESTXOB]IJ PERPENDIKULQR K SKRE]IWA@]IMSQ PRQMYM a I b.dOKAVEM EDINSTWENNOSTX OB]EGO PERPENDIKULQRA K SKRE]IWA@]IMSQPRQMYM a I b. dOPUSTIM, ^TO SU]ESTWUET E]E ODIN OB]IJ PERPENDIKULQR(A0B0) K \TIM PRQMYM. pUSTX PRQMAQ (BE) k a, ((BE) | PRQMAQ PERESE^E-NIQ PLOSKOSTEJ 
 I �). tOGDA TAK KAK PRQMYE (AB) I (A0B0) PERPENDIKU-LQRNY a I b, TO ONI BUDUT PERPENDIKULQRNY PERESEKA@]IMSQ PRQMYM (BE)I b W PLOSKOSTI � I POTOMU W SILU TEOREMY 5: (AB) k (A0B0), STALO BYTXTO^KI A I A0 RAZLI^NYE, A TAKVE TO^KI B I B0 RAZLI^NYE I WSE ONI LEVATW ODNOJ PLOSKOSTI. sLEDOWATELXNO, PRQMYE a � (AA0) I b � (BB0) LEVATW ODNOJ PLOSKOSTI, ^TO NEWERNO, TAK KAK PRQMYE a I b SKRE]IWA@TSQ. tEMSAMYM EDINSTWENNOSTX OB]EGO PERPENDIKULQRA K DWUM SKRE]IWA@]IMSQPRQMYM DOKAZANA. pERPENDIKULQRNOSTX PRQMOJ (AB) KAVDOJ IZ PLOSKOS-TEJ � I � BYLA USTANOWLENA W PROCESSE DOKAZATELXSTWA TEOREMY. tEOREMA7 POLNOSTX@ DOKAZANA.oPREDELENIE 6. dLINA OB]EGO PERPENDIKULQRA K SKRE]IWA@]IMSQ PRQ-MYM NAZYWAETSQ RASSTOQNIEM MEVDU \TIMI PRQMYMI, A TAKVE | RAS-STOQNIEM MEVDU SOOTWETSTWU@]IMI PARALLELXNYMI PLOSKOSTQMI.iME@T MESTO SLEDU@]IE TEOREMY O PERPENDIKULQRNOSTI PRQMOJ I PLOS-KOSTI, DOKAZATELXSTWA KOTORYH MOVNO NAJTI W U^EBNIKAH GEOMETRII, NA-PRIMER, a.p. kISELEWA.tEOREMA 8. eSLI PRQMAQ PERPENDIKULQRNA K ODNOJ IZ DWUH PARALLELXNYHPLOSKOSTEJ, TO ONA PERPENDIKULQRNA I DRUGOJ IZ NIH.tEOREMA 9 (OBRATNAQ TEOREME 8). eSLI DWE PLOSKOSTI PERPENDIKULQRNYK ODNOJ PRQMOJ, TO ONI PARALLELXNY.tEOREMA 10. ~EREZ WSQKU@ TO^KU PROSTRANSTWA MOVNO PROWESTI KDANNOJ PLOSKOSTI EDINSTWENNU@ PERPENDIKULQRNU@ EJ PRQMU@.tEOREMA 11. ~EREZ WSQKU@ TO^KU PROSTRANSTWA MOVNO PROWESTI KDANNOJ PRQMOJ EDINSTWENNU@ PERPENDIKULQRNU@ EJ PLOSKOSTX.tEOREMA O TREH PERPENDIKULQRAHsFORMULIRUEM RQD OPREDELENIJ, KOTORYE BUDUT ISPOLXZOWANY PRI DO-KAZATELXSTWE \TOJ TEOREMY.pUSTX DANY PLOSKOSTX I NE LEVA]AQ NA NEJ TO^KA.oPREDELENIE 7. pERPENDIKULQROM, PROWEDENNYM IZ DANNOJ TO^KI NADANNU@ PLOSKOSTX, NAZYWAETSQ OTREZOK, SOEDINQ@]IJ DANNU@ TO^KU STO^KOJ PLOSKOSTI, I LEVA]IJ NA PRQMOJ, PERPENDIKULQRNOJ PLOSKOSTI.kONEC \TOGO OTREZKA, LEVA]IJ W PLOSKOSTI, NAZYWAETSQ OSNOWANIEMPERPENDIKULQRA. dLINA \TOGO PERPENDIKULQRA NAZYWAETSQ RASSTOQ-NIEM OT TO^KI DO PLOSKOSTI. 148



oPREDELENIE 8.nAKLONNOJ K DANNOJ PLOSKOSTI � NAZYWAETSQ PRQMAQl, NE QWLQ@]AQSQ NI PERPENDIKULQRNOJ, NI PARALLELXNOJ \TOJ PLOSKOSTI.oTREZOK, SOEDINQ@]IJ TO^KU A S TO^KOJ NA PLOSKOSTI � I LEVA]IJ NAPRQMOJ l, NAKLONNOJ K PLOSKOSTI �, NAZYWAETSQ OTREZKOM NAKLONNOJ.zAME^ANIE. ~ASTO DLQ UPRO]ENIQ TERMINOLOGII POD NAKLONNOJ, PROWE-DENNOJ IZ DANNOJ TO^KI A K PLOSKOSTI � PODRAZUMEWA@T IMENNO OTREZOKNAKLONNOJ, ODNIM IZ KONCOW KOTOROGO QWLQETSQ TO^KAA. dRUGOJ KONEC \TOGOOTREZKA, LEVA]IJ NA PLOSKOSTI �, NAZYWAETSQ OSNOWANIEM NAKLONNOJ.oPREDELENIE 9.oTREZOK, SOEDINQ@]IJ OSNOWANIQ PERPENDIKULQRA I NA-KLONNOJ, PROWEDENNYH IZ ODNOJ I TOJ VE TO^KI K PLOSKOSTI, NAZYWAETSQPROEKCIEJ NAKLONNOJ.zAME^ANIE. oTMETIM, ^TO PpQMAQ I OTpEZOK NAZYWA@TSQ PEpPENDIKU-LQpNYMI, ESLI \TA PpQMAQ PEpPENDIKULQpNA TOJ PpQMOJ, NA KOTOpOJ pASPO-LOVEN OTpEZOK. pLOSKOSTX I OTpEZOK NAZYWA@TSQ PEpPENDIKULQpNYMI, ESLI\TA PLOSKOSTX PEpPENDIKULQpNA PpQMOJ, NA KOTOpOJ pASPOLOVEN \TOTOTpEZOK. RIS. 3.31tEOREMA 12 (O TREH PERPENDIKULQRAH). eSLI PRQMAQ, PROWEDENNAQ NAPLOSKOSTI, PERPENDIKULQRNA PROEKCII NAKLONNOJ, TO ONA PERPENDIKULQR-NA \TOJ NAKLONNOJ. dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.31. pUSTX AH | PERPENDIKULQR, PROWEDENNYJ IZ TO^KI A KPLOSKOSTI �, TO^KA H | OSNOWANIE \TOGO PERPENDIKULQRA. AM | OTREZOKNAKLONNOJ, PROWEDENNOJ IZ TO^KI A K PLOSKOSTI �, TO^KA M | OSNOWA-NIE \TOJ NAKLONNOJ, OTREZOK HM | PROEKCIQ \TOJ NAKLONNOJ, PRQMAQ aPERPENDIKULQRNA PROEKCII HM . tO^KI H, M I A | RAZLI^NYE, TAK KAKA 62 �, H;M 2 �, PO\TOMU H 6� A I M 6� A I TAKVE A 62 (HM ) ; H 6� M ,TAK KAK H | OSNOWANIE PERPENDIKULQRA (ON EDINSTWENEN), M | OSNOWANIENAKLONNOJ (PO\TOMU AM 6? �). tAKIM OBRAZOM, ^EREZ NE LEVA]IE NA ODNOJPRQMOJ TO^KI A, H I M MOVNO PROWESTI EDINSTWENNU@ PLOSKOSTX �. w SI-LU TEOREMY 1 TAK KAK PRQMAQ (AH) ? � I (AH) 2 �, TO PLOSKOSTX � ? �.sOGLASNO OPREDELENI@ PERPENDIKULQRNYH PRQMOJ I PLOSKOSTI a ? (HA),W TO VE WREMQ PO USLOWI@ a ? (HM ). pOSKOLXKU PRQMYE (HM ) I (HA) |RAZLI^NYE I IME@T OB]U@ TO^KU H, TO ONI W NEJ PERESEKA@TSQ, A POTOMUW SILU PRIZNAKA PERPENDIKULQRNOSTI PRQMOJ I PLOSKOSTI PRQMAQ a ? �.sLEDOWATELXNO a ? (AM ). tEOREMA 2 DOKAZANA.149



tEOREMA 13 (OBRATNAQ TEOREME 12).eSLI PRQMAQ NA PLOSKOSTI PERPENDI-KULQRNA NAKLONNOJ, TO ONA PERPENDIKULQRNA I PROEKCII \TOJ NAKLONNOJ.dOKAZATELXSTWOsM. RIS. 3.31. oNO PROWODITSQ ANALOGI^NO DOKAZATELXSTWU TEOREMY 2.oTLI^IE LI[X W TOM, ^TO WMESTO a ? (HM ) TEPERX PO USLOWI@ a ? (AM ),PRQMYE (MA) I (HA) | RAZLI^NYE I IME@T OB]U@ TO^KU A, PO\TOMU ONIW NEJ PERESEKA@TSQ, STALO BYTX, W SILU TEOREMY 6 (PRIZNAKA PERPENDIKU-LQRNOSTI PRQMOJ I PLOSKOSTI) PRQMAQ a ? �. sLEDOWATELXNO a ? (MH).tEOREMA 3 DOKAZANA.zAME^ANIE 1. tEOREMY 12 I 13 DOKAZANY DLQ PROIZWOLXNOJ PRQMOJ a, LE-VA]EJ W PLOSKOSTI �, PERPENDIKULQRNOJ SOOTWETSTWENNO PROEKCII NAKLON-NOJ I SAMOJ NAKLONNOJ. pROHOVDENIE PRQMOJ a ^EREZ OSNOWANIE NAKLONNOJ,TO^KUM NE PREDPOLAGALOSX. nA RIS. 3.31 IZOBRAVEN SLU^AJ PRQMOJ l ? HMI l ? AM , W ^ASTNOSTI, DLQ NEE SPRAWEDLIWY UTWERVDENIQ TEOREM 12 I 13.zAME^ANIE 2. sMYSL NAZWANIQ TEOREM 12 I 13 "O TREH PERPENDIKULQRAH"ZAKL@^AETSQ W TOM, ^TO W NIH IDET RE^X O PERPENDIKULQRE, PROWEDENNOMIZ TO^KI K PLOSKOSTI I O PERPENDIKULQRNOSTI PRQMOJ K NAKLONNOJ I KPROEKCII \TOJ NAKLONNOJ.sLEDUET TAKVE PRIWESTI OPREDELENIE UGLA MEVDU PRQMOJ I PLOSKOSTX@,KOTOROE ^ASTO PRIMENQETSQ PRI RE[ENII ZADA^.pUSTX DANY PLOSKOSTX � I NEKOTORAQ PRQMAQ (AB), QWLQ@]AQSQ NAKLON-NOJ K \TOJ PLOSKOSTI I PERESEKA@]AQ EE W TO^KE A.oPREDELENIE 11.uGLOM MEVDU PRQMOJ (AB) (TO^NEE POLUPRQMOJ BA) IPLOSKOSTX@ � NAZYWAETSQ OSTRYJ UGOL MEVDU \TOJ POLUPRQMOJ I PRQ-MOJ, SODERVA]EJ PROEKCI@ NA PLOSKOSTX � L@BOGO OTREZKA BA c KONCOMB NA \TOJ POLUPRQMOJ.|TOT UGOL OBLADAET TEM SWOJSTWOM, ^TO ON QWLQETSQ NAIMENX[IM SREDIWSEH UGLOW, KOTORYE NAKLONNAQ (AB) OBRAZUET S PRQMYMI, PROWEDENNYMI WPLOSKOSTI � ^EREZ OSNOWANIE B \TOJ NAKLONNOJ (SM. RIS. 3.32).oBOSNOWANIE \TOGO FAKTA SM., NAPRIMER, W U^EBNIKE a.p. kISELEWA.RIS. 3.32������������������������������������������150


