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Рабочая программа дисциплины (модуля) разработана в соответствии с самостоятельно установленным МГУ образовательным стандартом (ОС МГУ) для реализуемых основных профессиональных образовательных программ высшего образования по направлению подготовки 01.03.02, 01.04.02 "Прикладная математика и информатика" программы бакалавриата  Утвержден приказом МГУ от 30 августа 2019 года № 1041 (в редакции приказов МГУ от 11 сентября 2019 года № 1109, от 10 июня 2021 года № 609, от 7 октября 2021 года № 1048, от 21 декабря 2021 года № 1404, от 2 ноября 2022 года № 1299)

1. Дисциплина относится к базовой части ОПОП ВО 
2. Входные требования для освоения дисциплины (модуля): учащиеся должны владеть знаниями по математическому анализу, линейной алгебре и теории вероятностей в объеме, соответствующем программе первого и второго годов обучения основных образовательных программ бакалавриата по укрупненным группам направлений и специальностей 01.00.00 «Математика и механика», 02.00.00 «Компьютерные и информационные науки» 
3. Результаты обучения по дисциплине (модулю), соотнесенные с требуемыми компетенциями выпускников.
Компетенции выпускников, частично формируемые при реализации дисциплины (модуля):

· ОПК-1.Б Способность применять и адаптировать существующие математические и компьютерные методы для разработки и реализации алгоритмов решения актуальных задач в области фундаментальной и прикладной математики
· ОПК-2.Б Способность применять и модифицировать математические модели, а также интерпретировать полученные математические результаты при решения задач в области профессиональной деятельности 

· ПК-2.Б Способность понимать и применять в научно-исследовательской деятельности современный математический аппарат
Планируемые результаты обучения по дисциплине (модулю):
Знать:
1. методологию вывода и анализа моделей исследования операций;

2. основные виды игровых постановок и задач принятия решений и методы их анализа;

3. теорию антагонистических игр и методы их решения;

4. основы теории игр многих лиц и построение равновесий по Нэшу;

5. основы теории  иерархических игр двух лиц;

6. метод решения задач многокритериальной оптимизации

7. методы решения задач оптимального распределения ресурсов
Уметь:  
1. формулировать игровые модели, включающие ограничения на стратегии и задание функций выигрыша игроков; 

2. находить максиминные и минимаксные стратегии, верхнее и нижнее значение игры;

3. находить равновесия с помощью построения функций наилучших ответов;

4. находить решение матричной игры сведением к задаче линейного программирования;

5. находить решение иерархических игр и равновесие по Штакельбергу;

6. находить оптимальные распределения ресурсов в дискретных и непрерывных задачах.
Владеть:  
1. основными алгоритмами решения антагонистических и их компьютерной реализации; 

2. навыками решения задач многокритериальной оптимизации с использованием эксперной информации о сравнительной важности или равноценности критериев;

3. навыками использования необходимых и достаточных условия для исследования моделей теории игр и исследования операций.
4. Формат обучения:
 лекции проводятся с использованием меловой доски,  при проведении контрольных работ 

компьютерная система размножения 60 вариантов
5. Объем дисциплины (модуля) составляет 3 з.е., в том числе 72 академических часа, отведенных на контактную работу обучающихся с преподавателем, 36 академических часов на самостоятельную работу обучающихся. 

6. Содержание дисциплины (модуля), структурированное по темам (разделам) с указанием отведенного на них количества академических часов и виды учебных занятий.

	Наименование и краткое содержание разделов и тем дисциплины (модуля),

Форма промежуточной аттестации по дисциплине (модулю)
	Всего

(часы)
	В том числе

	
	
	Контактная работа 
(работа во взаимодействии с преподавателем)

Виды контактной 
работы, часы
	Самостоятельная работа 
обучающегося,  часы 



	
	
	Занятия 
лекционного типа*
	Занятия 
семинарского типа*
	Всего
	

	1. Основные понятия и методы  решения антагонистических игр. Матричные и непрерывные игры, многошаговые антагонистические игры. Игры с выпуклыми и вогнутыми функциями выигрыша. Игра дуэльного типа. Модель "нападение-защита". Необходимые и достаточные условия для седловых точек   
	30
	24
	
	24
	6

	2. Неантагонистические игры двух и многих лиц. Примеры построения ситуаций равновесия. Иерархические игры двух лиц. Нахождение наилучшего гарантированного результата для игрока-лидера. Равновесие по Штакельбергу. 
	22
	18
	
	18
	4

	3. Текущий контроль успеваемости: контрольная работа 
	2
	0
	
	0
	2

	4. Теория принятия решений. Задача многокритериальной оптимизации. Оптимальность по Парето и Слейтеру. Метод сужения множества оптимальных стратегий с использованием экспертной информации о сравнительной важности или равноценности критериев. Общая модель исследования операций. Принцип гарантированного результата. Необходимые условия для максиминных стратегий с использованием производной по направлению функции минимума. 
	25
	20
	
	20
	5

	5. Задачи оптимального распределения ресурсов. Непрерывные и дискретные модели. Необходимые и достаточные условия оптимальности.
	13
	10
	
	10
	3

	6. Аттестация: устный экзамен
	16
	0
	
	0
	16

	Итого
	108
	72
	
	72
	36


7. Фонд оценочных средств (ФОС) для оценивания результатов обучения по дисциплине (модулю)

7.1. Типовые контрольные задания или иные материалы для проведения текущего контроля успеваемости.

	Контрольная работа 

	Вариант 1
	Вариант 2

	1. Найдите нижнее и верхнее значение, все максиминные и минимаксные стратегии, а также все седловые точки (если существуют)  матрицы  
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2. Найдите значение иг ры 
[image: image3.wmf]v

и все оптимальные стратегии игроков в следующей игре с полной информацией: сначала первый игрок выбирает номер 
[image: image4.wmf]a

 множества строк 
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матрицы 
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, где 
[image: image7.wmf]}.
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 Затем второй игрок, зная выбор 
[image: image8.wmf]a

 первого, выбирает номер 
[image: image9.wmf]j

 столбца матрицы 
[image: image10.wmf]A

, а потом первый игрок, зная предыдущие выборы 
[image: image11.wmf]a

 и 
[image: image12.wmf]j

, выбирает номер 
[image: image13.wmf]i

строки  в множестве 
[image: image14.wmf].
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 Выигрыш первого игрока определяется по матрице 
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  3.   Решите игру 
[image: image16.wmf]2

Г

 для биматричной игры 
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	1.  Найдите наилучший гарантированный результат 
[image: image20.wmf]1

F

 и все оптимальные стратегии иерархической игры 
[image: image21.wmf]1

Г

 для биматричной игры 
[image: image22.wmf]:
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2. Найдите решение в смешанных стратегиях матричной игры:
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3. Найдите минимакс и минимаксную стратегию игры на прямоугольнике: 
[image: image26.wmf]].
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Вопросы к экзамену.   

1. Определение  антагонистической  игры  и  ее  решения.

2. Теоpема  о необходимом  и  достаточном  условии  существования    седловой  точки. Метод  поиска  седловых  точек.

3. Условия  существования максиминных  и минимаксных стратегий.

4. Теоpема существования седловой точки у вогнуто-выпуклой функции.

5. Смешанное  расширение  антагонистической  игры.

6. Основная  теорема  матричных  игр.

7. Основная  теорема  непрерывных  игр.

8. Свойства  решений  антагонистических игр в смешанных стратегиях.

9. Теоремы  о доминировании  строк и столбцов в матричных играх.

10.Графический метод решения матричных игр  вида 2хn  и mх2.

11.Сведение решения  матричной  игры  к  паре  двойственных  задач   линейного  программирования.

12.Решение антагонистических  игр  с  вогнутыми (выпуклыми)  функциями  выигрыша.

13. Исследование модели «нападение-оборона» в чистых стратегиях.

14. Исследование модели «нападение-оборона» в смешанных стратегиях.

15. Исследование модели шумной  дуэли.

16. Определение многошаговой антагонистической игры с полной информацией.

17. Теоpема Цермело о решении многошаговой игры с полной информацией.

18. Ситуация равновесия игры многих лиц и ее недостатки.

19. Теоpема существования ситуаций равновесия для игры многих лиц.

20. Метод поиска ситуаций равновесия с использованием функций  наилучших ответов.

21. Свойства ситуаций равновесия в смешанных стратегиях биматричных игр.

22. Метод решения биматричных игр в смешанных стратегиях.

23. Решение игры Г1. Равновесие по Штакельбергу.

24. Теорема Гермейера о решении игры Г2.

25. Задача многокритериальной оптимизации и условия существования   оптимальных по       Парето стратегий.

26. Представление множества оптимальных по Слейтеру стратегий с  использованием свертки типа «минимум».

27. Алгоритм поиска на конечном множестве оптимальных по Парето стратегий.

28. Hеобходимые и достаточные условия для оптимальных  по Слейтеру стратегий в выпуклой многокритериальной задаче.

29. Задача принятия решения при наличии бинарного отношения.

30. Метод сужения множества оптимальных по Парето стратегий на основе информации о сравнительной важности или равноценности критериев.

31. Задача  сужения множества оптимальных по Парето стратегий для равноценных критериев.

32.Математическая модель операции.

33.Оценка эффективности стратегии (в том числе смешанной) в операции.

34.Вид наилучшего гарантированного результата в случае, когда во множестве стратегий существуют абсолютно-оптимальные стратегии.

35.Теорема о производной по  направлению  функции  минимума и вытекающее из нее необходимое условие для максиминной стратегии.

36. Необходимые условия оптимальности для максиминной стратегии из отрезка и следствия.

37. Принцип уравнивания Гермейера.

38. Условия оптимальности и алгоритм для задачи дискретного максимина.

39. Лемма Гиббса. Задача поиска объекта.

40. Критеpий Гросса и алгоритм для задачи выпуклого целочисленного прогpаммирования.
Типовые задачи для экзамена.
1.  Выяснить, имеет ли матрица
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седловую точку. Если да, то найти все седловые точки. 

2.  Может ли матрица размера 3х3 иметь ровно 7 седловых точек ? 

3.  Имеет ли функция F(x,y)= -2x2+xy+3y2 +3x-y на единичном квадрате седловую точку? Если да, то найти все седловые точки. 

4.  Найти максимин и максиминные стратегии для функции. F(x,y)=2x2-5xy+2y2 на квадрате   [0,1]x[0,1]. 

5.  В задаче 4 найти минимакс и минимаксные стратегии второго игрока.

6.   Пусть (x1,y1) и (x2,y2) - две седловые точки функции F(x,y). Будут ли пары (x1,y2) и (x2,y1) также  седловыми точками этой функции ? 

7.  Решить матричную игру с матрицей
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8.  Решить матричную игру с матрицей, транспонированной к матрице предыдущей задачи.

9.  Решить матричную игру с матрицей
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10.  Свести матричную игру 
[image: image30.wmf]÷
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   к паре двойственных задач линейного программирования.

11.  Найти все оптимальные стратегии первого игрока в игре с матрицей  
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12.  Найти все ситуации равновесия в чистых стратегиях биматричной игры
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13.  В задаче 12 найти все оптимальные по Парето ситуации.

14.  Найти все ситуации равновесия в смешанных стратегиях биматричной игры
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 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf]÷
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15. Найти все ситуации равновесия игры двух лиц Г=<X,Y,F(x,y),G(x,y)>, где
F(x,y)=-2x2+xy-y2 ,G(x,y,)=x2+(1/2)xy - y2 , X=Y=[0,1].
16.  Решить биматричную игру Г1
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17.  Найти все ситуации равновесия в игре  F(x,y)=x-(y-x)2, G(x,y) = (x-y)2, X=Y=[0,2].

18.  В условиях задачи 16 решить игру Г2. 

19.  Привести пример биматричной игры Г2., где М>K. 

20.  Найти ситуацию равновесия игры Г1 из задачи 16.

21.  Найти решение одношаговой игры с полной информацией: сначала первый игрок выбирает номер строки i матрицы        
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Затем второй выбирает номер столбца j , зная выбор первого игрока . Выигрыш первого игрока определяется по указанной матрице. 

21. В условиях предыдущей задачи пусть сначала выбор делает второй игрок, а потом первый. Найти решение игры с полной информацией. 

22. Найти решение игры с полной информацией: сначала второй игрок выбирает четность j, затем первый выбирает i, затем второй  выбирает j в соответствии с выбранной четностью.Выигрыш первого игрока определяется по матрице
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23. Найти множества парето-оптимальных и оптимальных по Слейтеру  стратегий в  двукритериальной задаче c W(x)=(x1,x2), где (x1,x2) принадлежит множеству X




24.  Пять школьников по трем предметам имеют следующие отметки:

W1 :    3 5 3 4 3    Найти лучших учеников в случаях

W2 :   4 3 2 5 4    а)  предметы равноценны  б) первый предмет

W3  :    3 2 5 4 5    важнее второго, который равноценен  третьему. 

25.  Найти ядро бинарного отношения, заданного ориентированным графом


  



32.  Найти maxx(X min [ 2x1,3x2,x3] , где X={x(E+3| x1+x2+x3=20, xi((}. 

33.  Найти minx(X max [ 2x1,3x2,x3] , где X={x(E+3| x1+x2+x3=20, xi((}.

34.  Найти maxx(X [2(x1)1/2+3(x2)1/2+(x3)1/2] , где X={x(E+3| x1+x2+x3=10}.

35.  Найти maxx(X [2ln(x1+1)+3ln(x2+1)+ln(x3+1)] , где X={x(E+3| x1+x2+x3=7}.

Экзаменационный билет состоит из двух вопросов,  например

1.   Основная теорема непрерывных игр.

2.   Метод сужения множества оптимальных по Парето стратегий, использующий информацию о сравнительной важности или равноценности критериев.
	ШКАЛА И КРИТЕРИИ ОЦЕНИВАНИЯ результатов обучения (РО) по дисциплине (модулю)  



	Оценка

РО и
соответствующие виды оценочных средств 
	2
	3
	4
	5

	Знания

Экзамен


	Отсутствие знаний
	Фрагментарные знания
	Общие, но не структурированные знания
	Сформированные систематические знания

	Умения

Контрольная работа 
	Отсутствие умений
	В целом успешное, но не систематическое умение
	В целом успешное, но содержащее отдельные пробелы умение (допускает неточности непринципиального характера)
	Успешное и систематическое умение

	Навыки 
(владения, опыт деятельности)

Экзамен


	Отсутствие навыков (владений, опыта)
	Наличие отдельных навыков (наличие фрагментарного опыта)
	В целом, сформированные навыки (владения), но используемые не в активной форме
	Сформированные навыки (владения), применяемые при решении задач

	Соответствие результатов обучения и компетенций, в развитии которых участвует 
дисциплина (модуль)



	Результаты обучения
	Компетенция, с частичным формированием которой связано достижение результата обучения

	Знать:
1. основные виды игровых постановок и задач принятия решений и методы их анализа;

2. теорию антагонистических игр и методы их решения;

3. основы теории игр многих лиц и построение равновесий по Нэшу
Уметь:

1. формулировать игровые модели, включающие ограничения на стратегии и задание функций выигрыша игроков; 

2. находить максиминные и минимаксные стратегии, верхнее и нижнее значение игры;

3. находить равновесия с помощью построения функций наилучших ответов;

4. находить решение матричной игры сведением к задаче линейного программирования  
Владеть:  
1. основными алгоритмами решения антагонистических игр и их компьютерной реализации

	ОПК-1.Б

	Знать:
1. методологию вывода и анализа моделей исследования операций;
 2.  основы теории  иерархических игр двух лиц;

 3.  метод решения задач многокритериальной оптимизации.
Уметь:
 1. находить решение иерархических игр и равновесие по Штакельбергу;
 2. находить оптимальные распределения ресурсов в дискретных и непрерывных задачах.  
Владеть:  
1. основными алгоритмами решения антагонистических и их компьютерной реализации; 

2.  навыками решения задач многокритериальной оптимизации с использованием экспертной информации о сравнительной важности или равноценности критериев;


	ОПК-2.Б

	Владеть:  
1. основными алгоритмами решения антагонистических и их компьютерной реализации; 

2. навыками решения задач многокритериальной оптимизации с использованием экспертной информации о сравнительной важности или равноценности критериев;

3. навыками использования необходимых и достаточных условия для исследования моделей теории игр и исследования операций.


	ПК-2.Б


8. Ресурсное обеспечение:

        Основная литература:
1. А.А. Васин, П.С. Краснощеков, В.В. Морозов. Исследование операций. - М.: Издательский центр АКАДЕМИЯ, 2008.

 2. А.А. Васин, В.В. Морозов. Теория игр и модели математической экономики. - М.: МАКС Пресс, 2005.

 3. В.В.Морозов, А.Г.Сухарев, В.В.Федоров. Исследование операций  в задачах и упражнениях. - М.: ВШ, 1986.

 4. В.В. Морозов. Основы теории игр. - М.: Изд-во ф-та ВМК МГУ, 2002.

     Дополнительная  литература:

1. Ю.Б. Гермейер. Введение в теорию исследования операций. М.: Наука, 1971. 

2. Э.Г. Давыдов. Исследование операций. М.: Высшая школа, 1986.

3. А.А. Васин. Модели процессов с несколькими участниками.  М.: Изд-во Моск. ун-та, 1983.

4. А.А. Васин. Некооперативные игры в природе и  обществе. М.: МАКС-Пресс, 2005.

5. Е.С. Вентцель. Исследование операций.  М.: Советское радио,  1981.

6. Ю.Б. Гермейер. Игры с непротивоположными интересами.  М.: Наука, 1976.

7. Р.Л. Кини, Х. Райфа. Принятие решений при многих критериях.  Предпочтения и замещения.  М.: Радио и связь, 1981.

8. В.Г. Карманов, В.В. Федоров. Моделирование в исследовании операций. М.: Твема, 1996.

9. Р. Льюс., Х. Райфа. Игры и решения. Введение и критический обзор.  М.:  Иностранная литература, 1961.
10. Э. Мулен Э. Теория игр.  С примерами из математической экономики.  М.: Мир, 1985.

11. В.В. Подиновский, В.Д. Ногин. Парето-оптимальные решения многокритериальных задач. М.: Наука, 1982.

12. Дж фон Нейман, О. Моргенштерн. Теория игр и экономическое поведение.  М.: Наука, 1970.

Информационные справочные системы:  https://eqworld.ipmnet.ru/

Материально-техническкое обеспечение:  аудитория с партами и меловой доской.

9. Язык преподавания - русский.

10. Преподаватель:  доцент факультета ВМК МГУ В.В. Морозов, 

11. Автор программы:  доцент  факультета ВМК МГУ  В.В. Морозов
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