
2. tRIGONOMETRIQwWODNAQ ^ASTX
\MON =\(OL;OP ) = \(OK;OQ) = \(OM ;ON ) = \(OM ;OE)+\(OE;ON )RIS. 2.1 A RIS. 2.1 BpERED RASSMOTRENIEM WOPROSOW TRIGONOMETRII SLEDUET NAPOMNITX OBIZMERENII UGLOW S WER[INAMI W NA^ALE KOORDINAT, STORONY TAKOGO UGLABUDUT PERESEKATX OKRUVNOSTX S CENTROM W NA^ALE KOORDINAT W NEKOTORYHTO^KAH M I E , PO\TOMU EGO MOVNO OBOZNA^ITX \(OM ;OE) ILI \MOE.pRI \TOM IMEET ZNA^ENIE PORQDOK LU^EJ, OBRAZU@]IH \TOT UGOL, OM IOE.\(OM ;OE) MOVNO OPISATX (NE OPREDELITX* 1) KAK POLU^A@]IJSQ WREZULXTATE WRA]ENIQ WOKRUG NA^ALA KOORDINAT LU^A S NA^ALOM W TO^KEO OT POLOVENIQ OM | NA^ALXNOGO DO POLOVENIQ OE | KONE^NOGO. |TOWRA]ENIE MOVET PROISHODITX ILI PROTIW ^ASOWOJ STRELKI (W \TOM SLU^AEMOVNO SKAZATX, ^TO UGOL ORIENTIROWAN PROTIW ^ASOWOJ STRELKI) ILI PO^ASOWOJ STRELKE (W \TOM SLU^AE MOVNO SKAZATX, ^TO UGOL ORIENTIROWAN PO^ASOWOJ STRELKE) SM. RIS. 2.1 A, B, PRI^EMA) LIBO NA NEPOLNYJ OBOROT,B) LIBO NA CELOE ^ISLO POLNYH OBOROTOW, W ^ASTNOSTI, DWIVENIQ MOVETI NE PROISHODITX (W \TIH SLU^AQH TO^KI M I E SOWPADA@T, KOGDA DWI-VENIQ NE PROISHODIT UGOL NAZYWA@T NULEWYM, EGO ORIENTACIQ S^ITAETSQNEOPREDELENNOJ),W) LIBO NA CELOE ^ISLO POLNYH OBOROTOW I NEPOLNYJ OBOROT.dADIM OPISANIE PONQTIQ RAWNYH UGLOW** 2 : ESLI PRI SOWME]ENII KAKIM-LIBO OBRAZOM IH NA^ALXNYH LU^EJ SOWMESTQTSQ I KONE^NYE LU^I, PRI^EMDWIVENIE OT NA^ALXNOGO LU^A K KONE^NOMU OSU]ESTWLQETSQ W ODNU I TU VE1*oPREDELITX TAKOJ UGOL W PRINCIPE MOVNO, NO MY \TO OPUSTIM.2**oPREDELITX \TO RAWENSTWO W PRINCIPE MOVNO, NO MY \TO OPUSTIM.46



STORONU (TO ESTX LIBO U OBOIH UGLOW PROTIW ^ASOWOJ STRELKI, LIBO U OBOIHUGLOW PO ^ASOWOJ STRELKE) NA ODNO I TO VE KOLI^ESTWO POLNYH I NEPOLNYHOBOROTOW WOKRUG TO^KI O. nULEWYE UGLY S^ITA@TSQ RAWNYMI.sUMMOJ DWUH UGLOW NAZYWAETSQ UGOL, U KOTOROGO NA^ALXNYJ LU^ SOWPADA-ET S NA^ALXNYM LU^OM PERWOGO SLAGAEMOGO UGLA, A KONE^NYJ LU^ SOWPADAETS KONE^NYM LU^OM WTOROGO SLAGAEMOGO UGLA, PRI \TOM PREDPOLAGAETSQ, ^TODANNYE UGLY PRIWEDENY W TAKOE POLOVENIE (TO ESTX, ESLI NEOBHODIMO, TOONI ZAMENENY NA RAWNYE SEBE), ^TO KONE^NYJ LU^ PERWOGO SLAGAEMOGO UGLASOWPADAET S NA^ALXNYM LU^OM WTOROGO SLAGAEMOGO UGLA.sM. NA RIS. 2.1 A I 2.1 B ILL@STRACI@ RAWNYH UGLOW I SUMMY UGLOW.wELI^INOJ ILI MEROJ UGLA (\MOE) NAZYWAETSQ POSTAWLENNOE EMU WSOOTWETSTWIE DEJSTWITELXNOE ^ISLO, OBOZNA^AEMOE ]MOE ILI \MOE,UDOWLETWORQ@]EE SLEDU@]IM USLOWIQM (AKSIOMAM):1) SU]ESTWUET UGOL, MERA KOTOROGO RAWNA 1 (EDINICE) |EDINICA IZMERENIQ UGLOW ;2) RAWNYE UGLY IME@T RAWNYE MERY ;3) MERA SUMMY DWUH UGLOW RAWNA SUMME MER UGLOW ;4) MERA NULEWOGO UGLA RAWNA NUL@.iSHODQ IZ USLOWIJ 3) I 4), ESLI SUMMA DWUH UGLOW RAWNA NULEWOMU UGLU(A \TO WOZNIKAET, ESLI WTOROJ IZ \TIH UGLOW POLU^AETSQ IZ PERWOGO W RE-ZULXTATE PEREMENY MEST NA^ALXNOGO I KONE^NOGO LU^EJ), TO MERY \TIH UG-LOW BUDUT RAWNY PO ABSOL@TNOJ WELI^INE I RAZLI^ATXSQ LI[X ZNAKOM (PRIUSLOWII, ^TO KAVDYJ IZ \TIH UGLOW NENULEWOJ). o^EWIDNO, ^TO \TI UGLYBUDUT IMETX PROTIWOPOLOVNU@ DRUG DRUGU ORIENTACI@: ODIN | PROTIW^ASOWOJ STRELKI, DRUGOJ | PO ^ASOWOJ STRELKE.mERY UGLOW, ORIENTIROWANNYH PROTIW ^ASOWOJ STRELKI (PO ^ASOWOJSTRELKE), S^ITA@TSQ POLOVITELXNYMI (OTRICATELXNYMI).nAIBOLEE RASPROSTRANENNYE MERY UGLOW| GRADUSNAQ I RADIANNAQ.eDI-NICEJ IZMERENIQ UGLOW W GRADUSNOJ MERE QWLQETSQ UGOL WELI^INOJ W ODINGRADUS | 1/90 ^ASTX PRQMOGO UGLA, A EDINICEJ IZMERENIQ UGLOW W RADIAN-NOJ MERE QWLQETSQ UGOL WELI^INOJ W ODIN RADIAN | \TO TAKOJ CENTRALX-NYJ UGOL, KOTORYJ OPIRAETSQ NA DUGU (ILI STQGIWAET DUGU) OKRUVNOSTI,PO DLINE RAWNU@ EE RADIUSU.pRIWEDEM FORMULY ZAWISIMOSTI MEVDU GRADUSNOJ I RADIANNOJ MERAMIUGLA, OBOZNA^AQ �� I �r SOOTWETSTWENNO GRADUSNU@ I RADIANNU@ MERY,�� = �r� 180� ; �r = ��180��.wS@DU W DALXNEJ[EM BUDET W OSNOWNOM ISPOLXZOWATXSQ RADIANNAQ MERAUGLA, KOTORU@ W WIDU EE TESNOJ SWQZI S DLINOJ DUGI OKRUVNOSTI MOVNOOTOVDESTWLQTX S ^ISLOWOJ MEROJ UGLA (ILI PROSTO S ^ISLOM).47



nIVE BUDET DOKAZANO, ^TO W KA^ESTWE OKRUVNOSTI S CENTROM W NA^ALEKOORDINAT MOVNO BUDET BRATX OKRUVNOSTX EDINI^NOGO RADIUSA. pOKA MYBUDEM RASSMATRIWATX OKRUVNOSTX S CENTROM W NA^ALE KOORDINAT RADIUSAR > 0, OBOZNA^AQ TO^KI EE PERESE^ENIQ S KOORDINATNYMI OSQMIA(R; 0); B(0;R); C(�R; 0); D(0;�R):w KA^ESTWE NA^ALXNOGO LU^A U RASSMATRIWAEMYH UGLOW BUDET BRATXSQLU^ OA.kOORDINATNYE OSI ABSCISS I ORDINAT WZAIMNO PERPENDIKULQRNY I RAZ-BIWA@T KOORDINATNU@ PLOSKOSTX NA ^ETYRE KOORDINATNYE ^ETWERTI:I ^ETWERTX, II ^ETWERTX, III ^ETWERTX, IV ^ETWERTX (SM. RIS. 2.1 A).bUDEM GOWORITX, ^TO \AOM ILI \(OA;OM ) OKAN^IWAETSQ W DANNOJ^ETWERTI ILI NA DANNOJ KOORDINATNOJ OSI ILI POLUOSI, ESLI LU^ OM SO-OTWETSTWENNO RASPOLOVEN W \TOJ ^ETWERTI, ILI NA UKAZANNOJ KOORDINATNOJOSI, ILI SOWPADAET S UKAZANNOJ KOORDINATNOJ POLUOSX@.w [KOLXNOM KURSE BEZ DOKAZATELXSTWA PRINIMA@TSQ FAKTY: WZAIMNO OD-NOZNA^NOGO SOOTWETSTWIQ MEVDU DEJSTWITELXNYMI ^ISLAMI IZ POLUINTER-WALA [0; 4!) I TO^KAMI OKRUVNOSTI S CENTROM W NA^ALE KOORDINAT RADIUSAR > 0 , ^ISLO ! > 0 | MERA PRQMOGO UGLA, ORIENTIROWANNOGO PROTIW ^A-SOWOJ STRELKI (ESLI BERETSQ RADIANNAQ MERA UGLA, TO ! = �=2, A ESLI |GRADUSNAQ MERA, TO ! = 90�), �0  !M | M (x; y); 0 6 �0 < 4!,A UVE TO^KE M SOOTWETSTWUET BESKONE^NO MNOGO UGLOW \AOM , MERY KOTO-RYH IME@T WID: 4!k+�0; k = 0; �1; �2; ::: (�0 | ODNOZNA^NO OPREDELENNOEPO TO^KE M ^ISLO 2 [0; 4!)), I TOLXKO TAKIH UGLOW.nA OSNOWE \TIH FAKTOW I IZ SOOTNO[ENIJ MEVDU UGLAMI I IH MERAMI,KOTORYE IZU^A@TSQ W KURSE \LEMENTARNOJ GEOMETRII, WYTEKA@T SLEDU@]IEDIAPAZONY IZMENENIQ RADIANNYH MER UGLOW � :OKAN^IWA@]IHSQ W I ^ETWERTI 2n� < � < �=2 + 2n� ;OKAN^IWA@]IHSQ WO II ^ETWERTI �=2 + 2n� < � < � + 2n� ;OKAN^IWA@]IHSQ W III ^ETWERTI �� + 2n� < � < ��=2 + 2n� ;OKAN^IWA@]IHSQ W IV ^ETWERTI ��=2 + 2n� < � < 2n� ;OKAN^IWA@]IHSQ NA POLUOSI OA 2n� ;OKAN^IWA@]IHSQ NA POLUOSI OB �=2 + 2n� ;OKAN^IWA@]IHSQ NA POLUOSI OC � + 2n� ;OKAN^IWA@]IHSQ NA POLUOSI OD � �=2 + 2n� ;OKAN^IWA@]IHSQ NA OSI ABSCISS n� ;OKAN^IWA@]IHSQ NA OSI ORDINAT �=2 + n� ;WEZDE n = 0 ; �1 ; �2 ; : : : .dOKAVEM NESKOLXKO WAVNYH UTWERVDENIJ, KASA@]IHSQ SWOJSTW PERI-ODI^ESKIH FUNKCIJ. nA IH OSNOWE DAETSQ STROGOE OBOSNOWANIE MNOVESTW48



RE[ENIJ PROSTEJ[IH TRIGONOMETRI^ESKIH URAWNENIJ, W ZNA^ITELXNOJ ME-RE UPRO]AETSQ ISSLEDOWANIE PROMEVUTKOW STROGOJ MONOTONNOSTI TRIGONO-METRI^ESKIH FUNKCIJ. tAKVE USTANAWLIWA@TSQ MNOVESTWA WSEH PERIODOWPERIODI^ESKOJ FUNKCII I IH OSNOWNYE PERIODY.pUSTX X � D[f ] I MNOVESTWO X + a0 PREDSTAWLQET SOBOJ MNOVESTWO^ISEL, RAWNYH x+ a0, GDE x | PROIZWOLXNOE ^ISLO IZ MNOVESTWA X,a0 | FIKSIROWANNOE DEJSTWITELXNOE ^ISLO.eSLI OBLASTX OPREDELENIQ FUNKCII PREDSTAWLQET SOBOJ OB_EDINENIEMNOVESTW X [X + a0 [X � a0 [X + 2a0 [X � 2a0 [ : : : ; (1)TO SIMWOLI^ESKI \TO MOVNO ZAPISATX SLEDU@]IM OBRAZOM:D[f ] = +1[n=�1X + na0 = [n2ZX + na0 : (2)pUSTX MNOVESTWO X PREDSTAWLQET SOBOJ ILI OTREZOK [c; d], ILI ODIN IZPOLUINTERWALOW [c; d) ILI (c; d], ILI INTERWAL (c; d), PRI^EM KAVDOE IZ ^ISELc I d KONE^NO.eSLI FUNKCIQ f(x) QWLQETSQ PERIODI^ESKOJ S PERIODOM T = d � c, IOPREDELENA NA MNOVESTWE X, TO ONA BUDET OPREDELENA I NA MNOVESTWE[n2ZX + nT: (3)w SLU^AE, KOGDA MNOVESTWOX QWLQETSQ OTREZKOM ILI POLUINTERWALOM, UKA-ZANNOE OB_EDINENIE QWLQETSQ MNOVESTWOM WSEH DEJSTWITELXNYH ^ISEL R |PROMEVUTKOM (�1;+1).uTWERVDENIE 1. pUSTX URAWNENIE f(x) = a IMEET EDINSTWENNOE RE[E-NIE x = x0 NA MNOVESTWE X, FUNKCIQ y = f(x) OPREDELENA NA MNOVESTWEX I QWLQETSQ PERIODI^ESKOJ S PERIODOM T , TOGDA PRI L@BOM CELOM ZNA^E-NII n x = x0 + nT QWLQETSQ EDINSTWENNYM RE[ENIEM \TOGO URAWNENIQNA MNOVESTWE X + nT .dOKAZATELXSTWO. pO OPREDELENI@ RE[ENIQ URAWNENIQ DOLVNO WYPOL-NQTXSQ RAWENSTWO f(x0) = a. w SILU PERIODI^NOSTI FUNKCII f(x) PRIL@BOM CELOM ZNA^ENII n f(x0+nT ) = f(x0) = a, A \TO OZNA^AET, ^TO ^IS-LO x0 + nT , KOTOROE PRINADLEVIT MNOVESTWU X + nT , QWLQETSQ RE[ENIEMURAWNENIQ f(x) = a. pREDPOLOVIM, ^TO PRI NEKOTOROM CELOM ZNA^ENII n0SU]ESTWUET NA MNOVESTWE X + n0T E]E RE[ENIE RASSMATRIWAEMOGO URAWNE-NIQ x0 6= x0 + n0T . tOGDA x0 = x00 + n0T , GDE x00 6= x0 I x00 2 X. tAK KAKf(x0) = a, TO W SILU PERIODI^NOSTI FUNKCII f(x) IME@T MESTO RAWENSTWAf(x0) = f(x00 + n0T ) = f(x00) = a. |TO OZNA^AET, ^TO NA MNOVESTWE X SU-]ESTWUET OTLI^NOE OT x0 RE[ENIE URAWNENIQ f(x) = a, x = x00. pOLU^ILIPROTIWORE^IE S EDINSTWENNOSTX@ RE[ENIQ \TOGO URAWNENIQ NA MNOVESTWEX, KOTOROE POLNOSTX@ DOKAZYWAET UTWERVDENIE.49



sLEDSTWIE. mNOVESTWOM WSEH RE[ENIJ RE[ENIJ URAWNENIQ f(x) = a QW-LQ@TSQ SLEDU@]IE ZNA^ENIQ x I TOLXKO ONI: x = x0+nT; n = 0; �1; �2; ::: .sPRAWEDLIWOSTX \TOGO UTWERVDENIQ WYTEKAET IZ TOGO, ^TO, PREDPOLAGAQ SU-]ESTWOWANIE RE[ENIQ \TOGO URAWNENIQ ~x 6= x = x0 + nT 8n 2 Z, MY POLU-^IM, ^TO ~x 2 D[f ]. w SILU PREDSTAWLENIQ (2) D[f ] (PRI a0 = T ) POLU^IM,^TO 9 ~n 2 Z : ~x 2 X + ~nT; f(~x) = a, TEM SAMYM, POLU^AQ NA MNOVESTWEX + ~nT PO KRAJNEJ MERE E]E ODNO RE[ENIE URAWNENIQ f(x) = a, OTLI^NOEOT RE[ENIQ x0+~nT . pRI[LI K PROTIWORE^I@ S DOKAZANNYM W UTWERVDENII1, KOTOROE I DOKAZYWAET SPRAWEDLIWOSTX UTWERVDENIQ \TOGO SLEDSTWIQ.uTWERVDENIE 2. pUSTX FUNKCIQ y = f(x) OPREDELENA NA MNOVESTWE X,QWLQETSQ PERIODI^ESKOJ S PERIODOM T I WOZRASTAET (UBYWAET) NA \TOM MNO-VESTWE, TOGDA PRI L@BOM CELOM ZNA^ENII n \TA FUNKCIQ TAKVE WOZRASTAET(UBYWAET) NA MNOVESTWE X + nT .dOKAZATELXSTWO. fIKSIRUEM PROIZWOLXNYE x2 > x1 IZ MNOVESTWAX + nT , TOGDA x02 = x2 � nT > x1 � nT = x01 I x1; x02 2 X. w SILU PERI-ODI^NOSTI FUNKCII f(x) I EE WOZRASTANIQ (UBYWANIQ) NA MNOVESTWE XPOLU^AEM, ^TOf(x2) = f(x2 � nT ) = f(x02) > (<)f(x01) = f(x1 � nT ) = f(x1).|TO I OZNA^AET WOZRASTANIE (UBYWANIE) FUNKCII NA MNOVESTWEX + nT . uTWERVDENIE 2 DOKAZANO.pODOBNYM OBRAZOM FORMULIRU@TSQ I DOKAZYWA@TSQ ANALOGI^NYE UTWERV-DENIQ PRIMENITELXNO K NEUBYWA@]EJ (NEWOZRASTA@]EJ) NA MNOVESTWE XPERIODI^ESKOJ FUNKCII.uTWERVDENIE 3. pUSTX T0 | OSNOWNOJ PERIOD PERIODI^ESKOJ FUNKCIIy = f(x), OPREDELENNOJ NA MNOVESTWE X. tOGDA ^ISLA WIDA nT0, GDEn = �1; �2; : : : ; I TOLXKO ONI QWLQ@TSQ PERIODAMI \TOJ FUNKCII.dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM, ^TO SU]ESTWUET NEKOTOROE ^ISLOT 0 6= nT0 8n 2 Z, QWLQ@]EESQ PERIODOM \TOJ FUNKCII. w SILU SWOJSTW DEJ-STWITELXNYH ^ISEL T 0 MOVNO PREDSTAWITX W WIDE T 0 = n0T0 + t, GDE0 < t < T0; n0 2 Z. eSLI DLQ NEKOTOROGO x 2 X x+ T 0 =2 D[f ], TO NARU[A-ETSQ USLOWIE 1) W OPREDELENII PERIODI^NOSTI FUNKCII I POTOMU ^ISLO T 0NE QWLQETSQ PERIODOM FUNKCII. eSLI VE \TO USLOWIE 1) DLQ WSEH x 2 D[f ]PRIMENITELXNO K T 0 WYPOLNENO, TO W SILU PERIODI^NOSTI FUNKCII S PERI-ODAMI nT0 8n 2 Z SLEDUET, ^TO IZ x + T 0 2 D[f ] WYTEKAET x + t 2 D[f ].pO\TOMU 8x 2 D[f ] ) f(x) = f(x + T 0) = f(x + t + nT0) = f(x + t), A \TOOZNA^AET, ^TO ^ISLO t QWLQETSQ PERIODOM FUNKCII. pRI[LI K PROTIWORE-^I@ S TEM, ^TO T0 | EE OSNOWNOJ PERIOD, KOTOROE ZAWER[AET DOKAZATELXSTWO\TOGO UTWERVDENIQ.uTWERVDENIE 4. pUSTX FUNKCIQ y = f(x) OPREDELENA NA MNOVESTWE X,QWLQETSQ PERIODI^ESKOJ S PERIODOM T , MNOVESTWO X PREDSTAWLQET SOBOJ50



OTREZOK [c; d], T = d � c I FUNKCIQ y = f(x) WOZRASTAET (UBYWAET) NAOTREZKE [c; (c+ d)=2], A TAKVE ONA UBYWAET (WOZRASTAET) NA OTREZKE[(c+ d)=2; d], TOGDA ^ISLO T QWLQETSQ EE OSNOWNYM PERIODOM.dOKAZATELXSTWO.w SILU PERIODI^NOSTI FUNKCII S PERIODOM T = d�c)) f(c) = f [c+(d�c)] = f(d), A POTOMU W SILU USLOWIJ STROGOJ MONOTONNOSTIFUNKCII f(x) NA SOOTWETSTWU@]IH OTREZKAH MY IMEEM:8x 2 �c; c+ d2 �) f(c) < (>)f(x); 8x 2 �c+ d2 ; d�) f(c) = f(d) < (>)f(x):sLEDOWATELXNO, 8 x 2 (c; d) ) f(c) < (>)f(x). pO\TOMU, PREDPOLAGAQSU]ESTWOWANIE ^ISLA t TAKOGO, ^TO 0 < t < T = d � c, QWLQ@]EGOSQPERIODOM FUNKCII f(x), MY POLU^AEM, W ^ASTNOSTI, WYPOLNENIE RAWENSTWAf(c) = f(c + t), NO TAK KAK c < c + t < c + (d � c) = d, TO c + t 2 (c; d).pOLU^ILI PROTIWORE^IE, KOTOROE I DOKAZYWAET DANNOE UTWERVDENIE.uTWERVDENIE 5. pUSTX FUNKCIQ y = f(x) OPREDELENA NA MNOVESTWE X,QWLQETSQ PERIODI^ESKOJ S PERIODOM T , MNOVESTWO X PREDSTAWLQET SOBOJINTERWAL (c; d); T = d � c I FUNKCIQ y = f(x) WOZRASTAET (UBYWAET) NAINTERWALE (c; d), TOGDA ^ISLO T QWLQETSQ EE OSNOWNYM PERIODOM.dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM, ^TO SU]ESTWUET ^ISLO t, TAKOE, ^TO0 < t < T = d � c, TAKVE QWLQ@]EESQ PERIODOM FUNKCII f(x). tOGDA, W^ASTNOSTI, PRI L@BOM x 2 D[f ] DOLVNO WYPOLNQTXSQ RAWENSTWOf(x) = f(x + t). pOLOVIM x = d� t, TOGDA x 2 (c; d). eSLIf(d) = f(x + t) NE OPREDELENO, TO DLQ \TOGO ZNA^ENIQ x RAWENSTWOf(x) = f(x + t) NEWOZMOVNO, POLU^ILI PROTIWORE^IE. eSLI VE ZNA^ENIEf(d) OPREDELENO I SLU^AJNO OKAVETSQ, ^TO f(d � t) = f(d), TO POLOVIMx = c+ d2 � t2, TOGDA x+ t = c + d2 + t2 . w SILU POLOVITELXNOSTI ^ISLA t,A TAKVE TOGO, ^TO t=2 < (d� c)=2 IME@T MESTO SLEDU@]IE NERAWENSTWA:c+ d2 > x > c+ d2 � d� c2 = c I c + d2 < x+ t < c+ d2 + d� c2 = d:sLEDOWATELXNO, ^ISLA x I x+ t PRINADLEVAT INTERWALU (c; d), PO\TOMUZNA^ENIQ f(x) I f(x + t) OPREDELENY. w SILU TOGO, ^TO x < x + t, ATAKVE WOZRASTANIQ (UBYWANIQ) FUNKCII f(x) NA INTERWALE (c; d) WYTEKAETNERAWENSTWO f(x + t) > (<)f(x). tAKIM OBRAZOM, RAWENSTWO f(x + t) = f(x)NE WYPOLNQETSQ. pRI[LI K PROTIWORE^I@, KOTOROE POLNOSTX@ DOKAZYWAET\TO UTWERVDENIE.sFORMULIRUEM OPREDELENIQ sin�; cos�; tg �; ctg � c POMO]X@ OKRUV-NOSTI S CENTROM W NA^ALE KOORDINAT RADIUSA R > 0, GDE � | MERA UGLAAOM S NA^ALOM | LU^OM OA, A | A(R; 0) I KONCOM | LU^OM OM;M | M (x; y) TO^KA UKAZANNOJ OKRUVNOSTI (SM. NIVE RIS. 2.2 A),51



sin� def= yR ; cos� def= xR ;tg � def= sin�cos� (cos� 6= 0) ; ctg � def= cos�sin� (sin� 6= 0) :tg � NE OPREDELEN PRI cos� = 0 ; ctg � NE OPREDELEN PRI sin� = 0 .dOKAVEM UTWERVDENIE O TOM, ^TO OPREDELENNYE TAKIM OBRAZOM TRIGO-NOMETRI^ESKIE FUNKCII QWLQ@TSQ FUNKCIQMI TOLXKO WELI^INY UGLA �, INIKAK NE ZAWISQT OT RADIUSA OKRUVNOSTI R > 0.
RIS. 2.2 A RIS. 2.2 BrASSMOTRIM DWE KONCENTRI^ESKIEOKRUVNOSTI, CENTR KOTORYH W TO^KEO(0; 0) I RADIUSY RAWNY R I R0 SOOTWETSTWENNO. eSLI, NAPRIMER,\(OA;OM ) OKAN^IWAETSQ NA OTRICATELXNOJ POLUOSI ORDINAT, TO TO^KAM (x; y) � D(0;�R), A PRINADLEVA]AQ TOMU VE LU^U OM S TOJ VE NA^ALX-NOJ TO^KOJ O TO^KA M 0(x0; y0) � D0(0;�R0), TOGDA y : R = �R : R == �R0 : R0 = y0 : R0 = �1, x : R = 0 : R = 0 : R0 = x0 : R0 = 0,SLEDOWATELXNO, sin \(OA;OM ) = �1; cos \(OA;OM ) = 0, TO ESTX NE ZAWI-SQT OT RADIUSA OKRUVNOSTI. aNALOGI^NO RASSMATRIWA@TSQ SLU^AI, KOGDA\(OA;OM ) OKAN^IWAETSQ NA DRUGIH KOORDINATNYH POLUOSQH.eSLI \(OA;OM1) OKAN^IWAETSQ W PERWOJ ^ETWERTI, \(OA;OM1) = �1(SM. RIS. 2.2 B), TO POSKOLXKU PERWAQ KOORDINATNAQ ^ETWERTX| PERESE^ENIEWERHNEJ OTNOSITELXNO OSI ABSCISS POLUPLOSKOSTI I PRAWOJ OTNOSITELXNOOSI ORDINAT POLUPLOSKOSTI, TO WSE TO^KI LU^A OM1 (W ^ASTNOSTI, TO^KIM1 I M 01) BUDUT RASPOLOVENY W \TOJ VE ^ETWERTI, A POTOMU ZNAKI ABSCISSI ORDINAT TO^EK M1 I M 01 BUDUT SOWPADATX (W PERWOJ ^ETWERTI KOORDINA-TY TO^EK POLOVITELXNY), M1(x; y) I M 01(x0; y0) | TO^KI PERESE^ENIQ LU^A52



OM1 I OKRUVNOSTEJ RADIUSOW R I R0 * 3 SOOTWETSTWENNO; PRQMOUGOLXNYETREUGOLXNIKI OM1xM1 I OM 01xM 01 , KAK IME@]IE OB]IJ OSTRYJ UGOL, PO-DOBNY, SLEDOWATELXNO,jM1xM1jjOM1j = jM 01xM 01jjOM 01j , jy1jR = jy01jR0 , y1R = y01R0 def= sin�1;jOM1xjjOM1j = jOM 01xjjOM 01j , jx1jR = jx01jR0 , x1R = x01R0 def= cos�1:aNALOGI^NO, ESLI \(OA;OM2) OKAN^IWAETSQ WO WTOROJ ^ETWERTI,\(OA;OM2) = �2 (SM. RIS. 2.2 B), TO POSKOLXKU WTORAQ KOORDINATNAQ ^ET-WERTX | PERESE^ENIE WERHNEJ OTNOSITELXNO OSI ABSCISS POLUPLOSKOSTI ILEWOJ OTNOSITELXNO OSI ORDINAT POLUPLOSKOSTI, TO WSE TO^KI LU^A OM2(W ^ASTNOSTI, TO^KIM2 IM 02) BUDUT RASPOLOVENY W \TOJ VE ^ETWERTI, A PO-TOMU ZNAKI ABSCISS I ORDINAT TO^EK M2 I M 02 BUDUT SOWPADATX (WO WTOROJ^ETWERTI ORDINATY TO^EK POLOVITELXNY, A ABSCISSY | OTRICATELXNY),M2(x; y) I M 02(x0; y0) | TO^KI PERESE^ENIQ LU^A OM2 I OKRUVNOSTEJ RA-DIUSOW R I R0 SOOTWETSTWENNO; PRQMOUGOLXNYE TREUGOLXNIKI OM2xM2 IOM 02xM 02 KAK IME@]IE OB]IJ OSTRYJ UGOL PODOBNY, SLEDOWATELXNO,jM2xM2jjOM2j = jM 02xM 02jjOM 02j , jy2jR = jy02jR0 , y2R = y02R0 def= sin�2;jOM2xjjOM2j = jOM 02xjjOM 02j , jx2jR = jx02jR0 , �x2R = �x02R0 , x2R = x02R0 def= cos�2:tO^NO TAKIM VE OBRAZOM RASSMATRIWA@TSQ SLU^AI, KOGDA UGOL OKAN^I-WAETSQ KAK W TRETXEJ, TAK I W ^ETWERTOJ ^ETWERTQH. iTAK, MY POLU^ILINEZAWISIMOSTX OPREDELENNYH ZNA^ENIJ FUNKCIJ SINUS I KOSINUS OT RADI-USA OKRUVNOSTI S CENTROM W NA^ALE KOORDINAT. nEZAWISIMOSTX OT RADIUSAFUNKCIJ TANGENS I KOTANGENS SLEDUET IZ IH OPREDELENIJ KAK REZULXTATOWDELENIQ FUNKCIJ SINUS NA KOSINUS I SOOTWETSTWENNO | KOSINUS NA SINUS.uTWERVDENIE POLNOSTX@ DOKAZANO.w SOOTWETSTWIE S DOKAZANNYM UTWERVDENIEM WPREDX MY MOVEM RASSMAT-RIWATX OPREDELENIQ TRIGONOMETRI^ESKIH FUNKCIJ WELI^IN UGLOW S POMO-]X@ OKRUVNOSTI S CENTROM W NA^ALE KOORDINAT RADIUSA 1 , TAKU@ OKRUV-NOSTX NAZYWA@T EDINI^NOJ.������������������������������������������3* sU]ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX TAKIH TO^EK WYTEKAET IZ TEOREMY O SU]ESTWOWA-NII I EDINSTWENNOSTI TO^KIM NA DANNOMLU^E S DANNOJ NA^ALXNOJ TO^KOJ (WER[INOJ)OTAKOJ, ^TO RASSTOQNIE OT TO^KIM DO TO^KIO (jOM j) RAWNO ZADANNOMUPOLOVITELXNOMU^ISLU a . 53



sFORMULIRUEM OPREDELENIQ sin�; cos�; tg�; ctg� c POMO]X@ EDINI^-NOJ OKRUVNOSTI, GDE � | MERA UGLA AOM S NA^ALOM | LU^OM OA;A | A(1; 0) I KONCOM | LU^OM OM; M | M (x; y) TO^KA EDINI^NOJOKRUVNOSTI (SM. NIVE RIS. 2.2 W), sin� def= y ; cos� def= x ;tg � def= sin�cos� (cos� 6= 0) ; ctg � def= cos�sin� (sin� 6= 0);PO OPREDELENI@ tg � NE OPREDELEN PRI cos� = 0 ; ctg � NE OPREDELEN PRIsin� = 0.w SILU UKAZANNOGO WY[E FAKTA O TOM, KAKIE MERY IME@T UGLY, OTWE-^A@]IE TO^KE M NA OKRUVNOSTI c CENTROM W TO^KE O(0; 0) RADIUSA R > 0,W ^ASTNOSTI, OTWE^A@]IE TO^KE M NA EDINI^NOJ OKRUVNOSTI, KOTORAQ WSWO@ O^EREDX OTWE^AET UGLU RADIANNOJ MERY �, SPRAWEDLIWY FORMULY PE-RIODI^NOSTI DLQ SINUSA I KOSINUSAsin(�+ 2n�) = sin� ; cos(�+ 2n�) = cos�; n = 0 ; �1 ; �2 ; : : : :������������������������������������������2:1.oSNOWNOE TRIGONOMETRI^ESKOETOVDESTWO. sOOTNO[ENIQ MEV-DU TRIGONOMETRI^ESKIMI FUNKCIQMI ODNOGO I TOGO VE ARGUMENTA
RIS. 2.2 W RIS. 2.2 GtEOREMA 1. 8� 2 R sin2 �+cos2 � = 1 (1)| OSNOWNOE TRIGONOMETRI^ESKOE TOVDESTWO.dOKAZATELXSTWO. oNO WYTEKAET IZ TOGO, ^TO KOORDINATY TO^KI M (x; y)(b(OA;OM ) = �), LEVA]EJ NA OKRUVNOSTI S CENTROM W TO^KE O(0; 0) I RADI-USA R = 1, UDOWLETWORQ@T URAWNENI@ x2 + y2 = 1, GDE x = cos�; y = sin�.tEOREMA 2.1cos2 � = tg2�+ 1 , cos� 6= 0 , � 6= �2 + �k 8k 2 Z; (2)1sin2 � = ctg2�+ 1 , sin� 6= 0 , � 6= �k 8k 2 Z: (3)54



|TI FORMULY POLU^A@TSQ, ESLI W OSNOWNOM TRIGONOMETRI^ESKOM TOV-DESTWE PROIZWESTI PO^LENNOE DELENIE NA cos2 � I sin2 � SOOTWETSTWENNO.sLEDSTWIQ. iZ FORMUL, USTANOWLENNYH W TEOREME 2, SLEDU@T:1j cos�j =ptg2�+ 1 ; ESLI cos� 6= 0 ; (4)1j sin�j =pctg2�+ 1 ; ESLI sin� 6= 0 ; (5)=) cos� =8>><>>: 1ptg2�+ 1 ; ESLI cos� > 0� 1ptg2�+ 1 ; ESLI cos� < 0 ; (6)sin� = 8>><>>: 1pctg2�+ 1 ; ESLI sin� > 0� 1pctg2�+ 1 ; ESLI sin� < 0 ; (7)=) sin� = cos� � tg� = 8>><>>: tg�ptg2�+ 1 ; ESLI cos� > 0� tg�ptg2�+ 1 ; ESLI cos� < 0 ; (8)=) cos� = sin� � ctg� = 8>><>>: ctg�pctg2�+ 1 ; ESLI sin� > 0� ctg�pctg2�+ 1 ; ESLI sin� < 0 ; (9)j sin�j =p1� cos2�) sin� = � p1� cos2� ; ESLI sin� > 0�p1� cos2 � ; ESLI sin� 6 0 ; (10)j cos�j =p1� sin2 �) cos� = ( p1� sin2 �; ESLI cos� > 0�p1� sin2 �; ESLI cos� 6 0 ; (11)tg� = sin�cos� = 8>>><>>>: sin�p1� sin2� ; ESLI cos� > 0� sin�p1� sin2 � ; ESLI cos� < 0 ; (12)55



tg� = sin�cos� = 8>><>>: p1� cos2 �cos� ; ESLI 0 6 sin� < 1�p1� cos2 �cos� ; ESLI � 1 < sin� 6 0 ; (13)ctg� = cos�sin� = 8><>: cos�p1� cos2 � ; ESLI sin� > 0� cos�p1� cos2� ; ESLI sin� < 0 ; (14)ctg� = cos�sin� = 8>><>>: p1� sin2 �sin� ; ESLI 0 6 cos� < 1�p1� sin2�sin� ; ESLI � 1 < cos� 6 0 ; (15)tg� = 8>><>>: r 1cos2 � � 1; ESLI tg� > 0�r 1cos2� � 1 ; ESLI tg� 6 0 ; (16)ctg� = 8>><>>: r 1sin2 � � 1 ; ESLI ctg� > 0�r 1sin2 � � 1 ; ESLI ctg� 6 0 ; (17)tg� � ctg� = 1 ; � 6= �n2 8n 2 Z : (18)oBRATITX WNIMANIE NA NEKORREKTNOSTX ZAPISEJ WIDAsin� = �p1� cos2�; cos� = � 1ptg2�+ 1BEZ UKAZANIQ, PRI KAKIH � ZNAK " + ", A PRI KAKIH " � ", TAK KAK SO-GLASNO TAKOJ ZAPISI POLU^AETSQ NEODNOZNA^NAQ OPREDELENNOSTX SINUSA ILIKOSINUSA PO DANNOMU ZNA^ENI@ ARGUMENTA, ^TO NEWERNO.������������������������������������������2:2. fORMULY SLOVENIQ:cos(� � �); sin(�� �); tg(�� �); ctg(�� �).oBRATIM WNIMANIE NA PODROBNYJ WYWOD ODNOJ IZ \TIH FORMUL,NAPRIMER,8�; � 2 R cos(� � �) = cos� cos � + sin� sin �; (1)rASSMOTRIM SLU^AJ 0 6 � 6 � < 2�, PUSTX M | M (cos� ; sin�),N | N (cos � ; sin �), ZAPI[EM FORMULU DLQ jMN j2 (SM. WY[E RIS. 2.2 G)56



jMN j2 = (cos�� cos �)2 + (sin�� sin �)2;ZATEM W NOWOJ SISTEME KOORDINAT, POWERNUTOJ NA UGOL WELI^INY � WOKRUGTO^KI O(0; 0), UVE N | N (1; 0), A M | M (cos(�� �) ; sin(�� �))(SM. WY[E RIS. 2.2 G), PO\TOMUjMN j2 = (cos(�� �) � 1)2 + (sin(�� �) � 0)2:pRIRAWNIWAQ WYRAVENIQ DLQ jMN j2, ISPOLXZUQ OSNOWNOE TRIGONOMETRI^ES-KOE TOVDESTWO, MY I POLU^AEM FORMULU DLQ cos(�� �) PRI UKAZANNYH� I �. eSLI ZATEM 0 6 � 6 � < 2�, TO cos(�� �) = cos(�(�� �)) == cos(���) = cos � cos�+sin � sin� = cos� cos �+sin� sin � (ZDESX ISPOLX-ZOWANO SWOJSTWO ^ETNOSTI KOSINUSA). eSLI � I � PROIZWOLXNY, TO9 �0; �0 2 [0; 2�) I m; n 2 Z : � = �0 + 2�m; � = �0 + 2�n)) cos(�� �) = cos(�0 � �0 + 2�(m � n)) = cos(�0 � �0) = cos�0 cos �0 ++sin�0 sin �0 = cos(�� 2�m) cos(� � 2�n) + sin(�� 2�m) sin(� � 2�n) == cos� cos � + sin� sin � (ZDESX MY ISPOLXZOWALI POLU^ENNYE WY[E FORMU-LY PERIODI^NOSTI DLQ SINUSA I KOSINUSA).wTORAQ FORMULA WYWODITSQ UVE NA OSNOWE PERWOJ SOWSEM KOROTKO:cos(�+ �) = cos(�� (��)) = cos� cos � � sin� sin � (2)(ZDESX ISPOLXZUETSQ ^ETNOSTX cos I NE^ETNOSTX sin).dALEE IZ \TIH FORMUL WYWODQTSQ TAKIE FORMULY: 8 �; � 2 Rcos��2 � �� = cos �2 cos�+ sin �2 sin� = sin� ; (3)) sin��2 � �� = cos ��2 � ��2 � ��� = cos� ; (4)sin(�+ �) = cos���2 � ��� �� = sin� cos � + cos� sin � ; (5)sin(�� �) = cos���2 � ��+ �� = sin� cos � � cos� sin � ; (6)(OPQTX ISPOLXZUETSQ ^ETNOSTX cos I NE^ETNOSTX sin)tg(�� �) = sin(�� �)cos(�� �) = sin� cos � � cos� sin �cos� cos � � sin� sin � == sin� cos �cos� cos � � cos� sin �cos� cos �cos� cos �cos� cos � � sin� sin �cos� cos � = tg�� tg�1� tg�tg� ; (7)ZDESX cos(�� �) 6= 0; cos� 6= 0; cos � 6= 0.57



ctg(�� �) = cos(�� �)sin(�� �) = cos� cos � � sin� sin �sin� cos � � cos� sin � == cos� cos �sin� sin � � sin� sin �sin� sin �sin� cos �sin� sin � � cos� sin �sin� sin� = ctg�ctg� � 1ctg� � ctg� ; (8)ZDESX sin(�� �) 6= 0; sin� 6= 0; sin � 6= 0.kAK WYGLQDIT FORMULA DLQ tg(� � �), ESLI LIBO cos� = 0, LIBO cos � = 0,LIBO � cos� = 0;cos � = 0 ?oTWET.s POMO]X@ FORMUL PRIWEDENIQ (SM. NIVE, P. 40) MOVNO POLU^ITXSLEDU@]IJ OB]IJ WID FORMUL TANGENSA SUMMY I RAZNOSTI DWUH ARGUMENTOWPRI L@BYH IH ZNA^ENIQH:tg(���) = 8>>>>>>>><>>>>>>>>: tg�� tg�1� tg�tg� ; ESLI �� � 6= �2 + �k; � 6= �2 + �n; � 6= �2 + �m;�ctg�; ESLI � = �=2 + �n; � 6= �m;�ctg�; ESLI � = �=2 + �m; � 6= �n; (9)W ^ASTNOSTI, 0; ESLI � = �=2 + �n I � = �=2 + �m;NE SU]ESTWUET, ESLI �� � = �=2 + �k;WEZDE k; n; m PRINIMA@T ZNA^ENIQ 0; �1; �2; �3; ::: .kAK WYGLQDIT FORMULA DLQ ctg(�� �), ESLI LIBO sin� = 0, LIBO sin � = 0,LIBO � sin� = 0 ;sin � = 0 ?oTWET. s POMO]X@ FORMUL PRIWEDENIQ (SM. NIVE P. 40) MOVNO POLU-^ITX SLEDU@]IJ OB]IJ WID FORMUL KOTANGENSA SUMMY I RAZNOSTI DWUHARGUMENTOW PRI L@BYH IH ZNA^ENIQH:Stg(�� �) =8>>>>><>>>>>: Stg�ctg� � 1ctg� � ctg� ; ESLI �� � 6= �k; � 6= �n; � 6= �m;�ctg�; ESLI � = �n; � 6= �m;ctg�; ESLI � = �m; � 6= �n; (10)NE SU]ESTWUET, ESLI �� � = �k;WEZDE k; n; m PRINIMA@T ZNA^ENIQ 0; �1; �2; �3; ::: .������������������������������������������58



2:3.fORMULY SUMMY I RAZNOSTI TRIGONOMETRI^ESKIH FUNKCIJ:sin�� sin�; cos��cos �; tg�� tg�; ctg��ctg�; pREOBRAZOWANIE W SUMMUPROIZWEDENIJ: cos� cos �; sin� sin �; sin� cos �fORMULY IME@T WID: 8� ; � 2 R * 4cos� cos � = 12 � [cos(�+ �) + cos(�� �)] ; (1)sin� sin � = 12 � [cos(�� �) � cos(�+ �)] ; (2)sin� cos � = 12 � [sin(�� �) + sin(�+ �)] ; (3)sin�� sin � = 2 sin �� �2 cos �� �2 ; (4)cos�+ cos � = 2 cos �+ �2 cos �� �2 ; (5)cos�� cos � = �2 sin �+ �2 sin �� �2 ; (6)tg�� tg� = sin(�� �)cos� cos � ; (7)ctg�� ctg� = sin(� � �)sin� sin � : (8)wYWOD. iSPOLXZUEM FORMULY:cos(� � �) = cos� cos � + sin� sin �;cos(� + �) = cos� cos � � sin� sin �:sKLADYWAQ \TI RAWENSTWA PO^LENNO I DELQ NA 2, POLU^AEM (1).wY^ITAQ \TI RAWENSTWA PO^LENNO I DELQ NA 2, POLU^AEM (2).sin(�+ �) = sin� cos � + cos� sin �;sin(�� �) = sin� cos � � cos� sin �:sKLADYWAQ \TI RAWENSTWA PO^LENNO I DELQ NA 2, POLU^AEM (3)eSLI PRIMENITX FORMULY (1) I (2) S ZAMENOJ � NA ' I � NA  , A ZATEMPOLOVITX � = ' +  ; � = ' �  ) ' = �+ �2 ;  = �� �2 , MY POLU^IMFORMULY (5) I (6).4* w PRIWEDENNYH NIVE FORMULAH (7) I (8) NA ARGUMENTY � I � NAKLADYWA@TSQOGRANI^ENIQ. 59



aNALOGI^NO RASSUVDAQ PRIMENITELXNO K FORMULE (3), MY POLU^IM FOR-MULU (4) SO ZNAKOM " + ", A (4) SO ZNAKOM "� " POLU^AETSQ IZ (4) SO ZNAKOM" + " ZAMENOJ � NA ��. fORMULY (7) POLU^A@TSQ, ESLI PREDSTAWITXtg� = sin�cos� I tg� = sin �cos � , SLEDOWATELXNO,tg�� tg� = sin�cos� � sin �cos � = sin� cos � � sin � cos�cos� cos � = sin(�� �)cos� cos � :kAKOWY OGRANI^ENIQ NA � I � W FORMULE (7) ?(cos� 6= 0; cos � 6= 0, � 6= �2 + �k; � 6= �2 + �m 8k; m 2 Z:)fORMULY (8) POLU^A@TSQ, ESLI PREDSTAWITXctg� = cos�sin� I ctg� = cos �sin � , SLEDOWATELXNO,ctg �� ctg � = cos�sin� � cos �sin � = cos� sin � � cos � sin�sin� sin � = sin(� � �)sin� sin� :kAKOWY OGRANI^ENIQ NA � I � W FORMULE (8) ?(sin� 6= 0; sin � 6= 0, � 6= �k; � 6= �m 8k; m 2 Z:)������������������������������������������2:4. fORMULY DWOJNOGO I POLOWINNOGO ARGUMENTOW TRIGONOMET-RI^ESKIH FUNKCIJ. wYRAVENIE TRIGONOMETRI^ESKIH FUNKCIJ ^E-REZ TANGENS POLOWINNOGO ARGUMENTA. fORMULY PRIWEDENIQ8 � 2 Rsin 2� = sin(�+ �) = sin� cos�+ cos� sin� = 2 sin� cos� ; (1)(FORMULA (1) WYTEKAET IZ FORMULY DLQ sin(�+ �) PRI � = �)cos 2� = cos(�+ �) = cos� cos�� sin� sin� = cos2�� sin2� ; (2)(FORMULA (2) WYTEKAET IZ FORMULY DLQ cos(�+ �) PRI � = �)pRIMENQQ OSNOWNOE TRIGONOMETRI^ESKOE TOVDESTWO, POLU^IM:cos 2� = 1� sin2 �� sin2 � = 1� 2 sin2� ; (3)cos 2� = cos2 �� (1� cos2 �) = 2 cos2 �� 1 ; (4)tg2� = tg(�+ �) = tg�+ tg�1� tg�tg� = 2tg�1� tg2� ; (5)(\TA FORMULA POLU^AETSQ IZ FORMULY DLQ tg(�+ �) PRI � = �).60



kAKOWY OGRANI^ENIQ NA � ?(� 6= �2 + �k; 2� 6= �2 + �m; 8 k;m 2 Z:)Stg2� = Stg(�+ �) = Stg� � ctg�� 1ctg�+ ctg� = ctg2�� 12ctg� ; (6)(\TA FORMULA POLU^AETSQ IZ FORMULY DLQ ctg(� + �) PRI � = �).kAKOWY OGRANI^ENIQ NA � ?(� 6= �k; 2� 6= �m; 8 k;m 2 Z , � 6= �n2 ; 8 n 2 Z:)zAMENQQ W FORMULAH (3) I (4) 2� NA �, A � NA �2 , POLU^IM: 8 � 2 Rsin2 �2 = 1� cos�2 , ���sin �2 ��� =r1� cos�2 ; (7)cos2 �2 = 1 + cos�2 , ���cos �2 ��� =r1 + cos�2 : (8)iZ FORMUL (7) I (8) :=) ���tg�2 ��� =r1� cos�1 + cos� (� 6= � + 2�k; 8k 2 Z) ; (9)=) ���Stg�2 ��� =r1 + cos�1� cos� (� 6= 2�k; 8k 2 Z) ; (10)=) sin �2 = 8>><>>: r1� cos�2 ; ESLI sin �2 > 0�r1� cos�2 ; ESLI sin �2 6 0 (8 � 2 R) ; (11)=) cos �2 = 8>><>>: r1 + cos�2 ; ESLI cos �2 > 0�r1 + cos�2 ; ESLI cos �2 6 0 (8 � 2 R) ; (12)=) tg�2 = 8>><>>: r1� cos�1 + cos�; ESLI tg�2 > 0�r1� cos�1 + cos�; ESLI tg�2 6 0 (� 6= � + 2�k; 8k 2 Z) ;(13)61



=) ctg�2 = 8>><>>: r1 + cos�1� cos�; ESLI ctg�2 > 0�r1 + cos�1� cos�; ESLI ctg�2 6 0 (� 6= 2�k; 8k 2 Z) ; (14)oBRATITX WNIMANIE NA NEKORREKTNOSTX ZAPISEJ TIPAsin �2 = �r1� cos�2BEZ UKAZANIQ, KOGDA ZNAK " + ", A KOGDA ZNAK "� " (IBO BEZ \TOGO UKAZANIQPOLU^AETSQ, ^TO PO DANNOMU � sin �2 OPREDELEN NEODNOZNA^NO, ^TO NEWERNO).tg�2 = sin(�=2)cos(�=2) = 2 sin(�=2) � cos(�=2)2 cos2(�=2) = sin�1 + cos�; � 6= �+2�n; 8n 2 Z ;(15)tg�2 = 2 sin2(�=2)2 sin(�=2) � cos(�=2) = 1� cos�sin� ; � 6= �n; 8n 2 Z ; (16)(W FORMULE (16) sin� 6= 0).ctg�2 = cos(�=2)sin(�=2) = 2 sin(�=2) � cos(�=2)2 sin2(�=2) = sin�1� cos�; � 6= 2�n; 8n 2 Z ;(17)ctg�2 = 2 cos2(�=2)2 sin(�=2) � cos(�=2) = 1 + cos�sin� ; � 6= �n; 8n 2 Z ; (18)(W FORMULE (18) sin� 6= 0).sin� = 2 sin(�=2) � cos(�=2)cos2(�=2) + sin2(�=2) = 2tg(�=2)1 + tg2(�=2) ; � 6= � + 2�n; 8n 2 Z ;(19)cos� = cos2(�=2)� sin2(�=2)cos2(�=2) + sin2(�=2) = 1� tg2(�=2)1 + tg2(�=2) ; � 6= � + 2�n; 8n 2 Z ;(20)fORMULY (19) I (20) WYTEKA@T IZ FORMUL (1), (2) I OSNOWNOGO TRIGONOMET-RI^ESKOGO TOVDESTWA. 62



tg� = 2tg(�=2)1� tg2(�=2) ; � 6= � + 2�k; � 6= �2 + �m; 8 k; m 2 Z: (21)|TA FORMULA POLU^AETSQ IZ FORMULY (5) S ZAMENOJ 2� NA �; � NA �=2ctg� = 1� tg2(�=2)2tg(�=2) : (22)|TA FORMULA WYTEKAET IZ FORMULY (21) (� 6= �n ; 8n 2 Z) .fORMULY PRIWEDENIQ | \TO FORMULY, WYRAVA@]IE TRIGONOMETRI^ES-KIE FUNKCII ARGUMENTOW ��; �2 ��; ��� I T.P. ^EREZ TRIGONOMETRI^ESKIEFUNKCII ARGUMENTA �.dLQ L@BOGO DEJSTWITELXNOGO ZNA^ENIQ � :sin(��) = � sin� SLEDUET IZ NE^ETNOSTI sin; cos(��) = cos� SLEDUET IZ^ETNOSTI cos.dLQ L@BYH DEJSTWITELXNYH ZNA^ENIJ �, PRI KOTORYH OPREDELENY TAN-GENS I KOTANGENS, SOOTWETSTWENNO :tg(��) = �tg� SLEDUET IZ NE^ETNOSTI tg; ctg(��) = �ctg� SLEDUET IZNE^ETNOSTI ctg.dLQ L@BOGO DEJSTWITELXNOGO ZNA^ENIQ � :sin��2 � �� = cos�; cos ��2 � �� = sin� ; (23)(\TI FORMULY POLU^ENY WY[E (SM. P. 20)),sin��2 + �� = sin �2 � cos�+cos �2 � sin� = cos� ; (24)cos ��2 + �� = cos �2 � cos��sin �2 � sin� = � sin� ; (25)tg��2 � �� = ctg� ; ctg ��2 � �� = tg� ; (26)\TI FORMULY POLU^A@TSQ IZ FORMUL (23) PO^LENNYM DELENIEM PERWOJ IZNIH NA WTORU@ I NAOBOROT, PO^LENNYM DELENIEM WTOROJ IZ NIH NA PERWU@,tg ��2 + �� = �ctg�; ctg ��2 + �� = �tg� ; (27)\TI FORMULY POLU^A@TSQ ANALOGI^NO IZ FORMUL (24) I (25) PO^LENNYMDELENIEM PERWOJ IZ NIH NA WTORU@ I NAOBOROT, PO^LENNYM DELENIEM WTOROJIZ NIH NA PERWU@.kAKOWY OGRANI^ENIQ NA � W (26) I (27) ? pO \TOMU POWODU SM. OGRANI-^ENIQ NA ARGUMENTY FUNKCIJ TANGENS I KOTANGENS.dLQ L@BOGO DEJSTWITELXNOGO ZNA^ENIQ � :63



sin(� � �) = sin� cos�� cos� sin� = sin�cos(� � �) = cos� cos�+ sin� sin� = � cos� ; (28)sin(� + �) = � sin� ; cos(� + �) = � cos� ; (29)FORMULY (29) POLU^A@TSQ ANALOGI^NO FORMULAM (28).tAKIM VE OBRAZOM, KAK FORMULY (26) I (27), POLU^A@TSQ FORMULY WIDA:tg(� � �) = �tg� ; ctg(� � �) = �ctg� ; (30)tg(� + �) = tg� ; ctg(� + �) = ctg�: (31)kAKOWY OGRANI^ENIQ NA � W (30) I (31) ? pO \TOMU POWODU TAKVE SM. OGRA-NI^ENIQ NA ARGUMENTY FUNKCIJ TANGENS I KOTANGENS.dOKAZATX FORMULY :sin(�+ �n) = (�1)n sin� ; cos(�+ �n) = (�1)n cos�: (32)pRI n = 2k ) (�1)n = 1 I \TI FORMULY NEPOSREDSTWENNO POLU^A@TSQ IZFORMUL PERIODI^NOSTI. pRI n = 2k + 1 ) (�1)n = �1 I \TI FORMULYESTX SLEDSTWIE PRIMENENNYH SNA^ALA FORMUL PERIODI^NOSTI, A ZATEM |FORMUL PRIWEDENIQ (29).dOKAZATX FORMULY: sin 3� = 3 sin�� 4 sin3 � ; (33)cos 3� = 4 cos3 �� 3 cos�: (34)dLQ DOKAZATELXSTWA PREDSTAWITX sin 3� = sin(2�+ �) I cos 3� = cos(2�+ �),A ZATEM PRIMENITX SOOTWETSTWENNO FORMULY SINUSA I KOSINUSA SUMMY DWUHARGUMENTOW, SINUSA I KOSINUSA SUMMY DWOJNOGO ARGUMENTA I OSNOWNOE TRI-GONOMETRI^ESKOE TOVDESTWO, FORMULU (1).dOKAZATX FORMULY: tg3� = 3tg�� tg3�1� 3tg2� ; (35)ctg3� = ctg3�� 3ctg�3ctg2�� 1 : (36)kAKOWY OGRANI^ENIQ NA ARGUMENTY W \TIH FORMULAH ?������������������������������������������2:5. rE[ENIE PROSTEJ[EGO TRIGONOMETRI^ESKOGO URAWNENIQsinx = ao SWOJSTWAH \TOJ TRIGONOMETRI^ESKOJ FUNKCII I EE GRAFIKE SM.NIVE, POSLE WYWODA FORMULY DLQ a sinx+ b cos x NA STR. 69 | 74.w WOPROSE O RE[ENII URAWNENIQ sinx = a PROWEDEM ISSLEDOWANIE W ZAWI-SIMOSTI OT a :PRI jaj > 1 NET DEJSTWITELXNYH RE[ENIJ, TAK KAK E[sin] = [�1; 1],64



PRI jaj 6 1 SFORMULIRUEM OPREDELENIE arcsin a :� def= arcsin a, ESLI ( 1) � 2 h��2 ; �2 i ;2) sin� = a:nIVE, NA STR. 69 | 70 DAETSQ GEOMETRI^ESKOE OBOSNOWANIE EDINSTWEN-NOSTI RE[ENIQ DANNOGO URAWNENIQ NA OTREZKAH [��=2; �=2] I [�=2; 3�=2],SOOTWETSTWENNO x = arcsin a I x = � � arcsin a(POSLEDNEE RAWENSTWO WYTEKAET I NA OSNOWE FORMULY sin(� � �) = sin�).oTS@DA, A TAKVE W SILU PERIODI^NOSTI S PERIODAMI 2�n FUNKCIIy = sinx (n = �1; �2; : : :) I UTWERVDENIQ 1, DOKAZANNGO WY[E, WYTEKAET,^TO SOWOKUPNOSTX WSEH RE[ENIJ URAWNENIQ sinx = a ESTXI SERIQ x = arcsin a+ 2�nII SERIQ x = � � arcsin a+ 2�n ) x = (�1)k arcsin a + �k; 8n; k 2 Z(PRI k = 2n | I SERIQ, PRI k = 2n+ 1 | II SERIQ).w ^ASTNYH SLU^AQH, PRI a = 0; a = 1; a = �1 FORMULY RE[ENIJUPRO]A@TSQ I SOOTWETSTWENNO IME@T WID:x = �n; x = �2 + 2�n; x = ��2 + 2�n; 8n 2 Z:������������������������������������������2:6. rE[ENIE PROSTEJ[EGO TRIGONOMETRI^ESKOGO URAWNENIQcos x = ao SWOJSTWAH \TOJ TRIGONOMETRI^ESKOJ FUNKCII I EE GRAFIKE SM.NIVE, POSLE WYWODA FORMULY DLQ a sinx+ b cos x NA STR. 69 | 74.w WOPROSE O RE[ENII URAWNENIQ cosx = a PROWEDEM ISSLEDOWANIE WZAWISIMOSTI OT a :PRI jaj > 1 NET DEJSTWITELXNYH RE[ENIJ, TAK KAK E[cos] = [�1; 1],PRI jaj 6 1 SFORMULIRUEM OPREDELENIE arccos a :� def= arccos a, ESLI � 1) � 2 [0; �];2) cos� = a:nIVE, NA STR. 69| 70 DAETSQ GEOMETRI^ESKOE OBOSNOWANIE EDINSTWENNOS-TI RE[ENIQ DANNOGO URAWNENIQ NA OTREZKAH [0; �] I [��; 0] SOOTWETSTWENNOx = arccos a I x = � arccos a (POSLEDNEE WYTEKAET I IZ ^ETNOSTI FUNKCIIy = cos x).oTS@DA, A TAKVE W SILU PERIODI^NOSTI FUNKCII y = cosx S PERIODAMI2�n; n = �1; �2; : : : I UTWERVDENIQ 1, DOKAZANNOGO WY[E, SOWOKUPNOSTXWSEH RE[ENIJ URAWNENIQ cos x = a ESTX:x = arccos a+ 2�nx = � arccos a+ 2�n ) x = � arccos a+ 2�n ;GDE n = 0; �1; �2; : : : .w ^ASTNYH SLU^AQH, PRI a = 0; a = 1; a = �1 FORMULY RE[ENIJ UPRO-]A@TSQ I SOOTWETSTWENNO IME@T WID:65



x = �2 + �n; x = 2�n; x = � + 2�n; 8n 2 Z:������������������������������������������2:7. rE[ENIE PROSTEJ[EGO TRIGONOMETRI^ESKOGO URAWNENIQtgx = ao SWOJSTWAH \TOJ TRIGONOMETRI^ESKOJ FUNKCII I EE GRAFIKE SM.NIVE, POSLE DOKAZATELXSTW SWOJSTW FUNKCIJ y = sinx I y = cos xNA STR. 75 | 80.uRAWNENIE tgx = a IMEET RE[ENIQ PRI L@BOM a 2 R, TAK KAKE[tg] = (�1;+1).sFORMULIRUEM OPREDELENIE arctg a.� def= arctga, ESLI ( 1) � 2 ���2 ; �2� ;2) tg� = a;arctg a OPREDELEN DLQ L@BOGO DEJSTWITELXNOGO a.nIVE, NA STR. 76 | 77 DA@TSQ GEOMETRI^ESKOE I ANALITI^ESKOE OBOSNO-WANIQ EDINSTWENNOSTI RE[ENIQ URAWNENIQ tgx = a NA INTERWALE(��=2; �=2), \TO x = arctg a, OTKUDA W SILU PERIODI^NOSTI FUNKCII tgxS PERIODAMI �n; n = �1; �2; : : : I UTWERVDENIQ 1, DOKAZANNOGO WY[E,WYTEKAET: SOWOKUPNOSTX WSEH RE[ENIJ URAWNENIQ tgx = a IMEET WID:x = arctg a+ �n; n = 0; �1; �2; : : : :������������������������������������������2:8. rE[ENIE PROSTEJ[EGO TRIGONOMETRI^ESKOGO URAWNENIQctgx = ao SWOJSTWAH \TOJ TRIGONOMETRI^ESKOJ FUNKCII I EE GRAFIKE SM.NIVE, POSLE DOKAZATELXSTW SWOJSTW FUNKCIJ y = sinx I y = cos xNA STR. 75 | 80.uRAWNENIE ctgx = a IMEET RE[ENIQ PRI L@BOM a 2 R, TAK KAKE[ctg] = (�1;+1).sFORMULIRUEM OPREDELENIE arcctg a,� def= arcctg a, ESLI � 1) � 2 (0; �);2) ctg� = a;arcctg a OPREDELEN DLQ L@BOGO a 2 R.nIVE, NA STR. 76 | 77 DA@TSQ GEOMETRI^ESKOE I ANALITI^ESKOE OBOSNO-WANIQ EDINSTWENNOSTI RE[ENIQ URAWNENIQ ctgx = a NA INTERWALE (0; �),\TO x = arcctg a, OTKUDA W SILU PERIODI^NOSTI FUNKCII y = ctgx S PERI-ODAMI �n; n = �1; �2; : : : I UTWERVDENIQ 1, DOKAZANNOGO WY[E, WYTEKAET:SOWOKUPNOSTX WSEH RE[ENIJ URAWNENIQ ctgx = a IMEET WID:66



x = arcctg a + �n ; n = 0; �1; �2; : : : :������������������������������������������2:9. pREOBRAZOWANIE WYRAVENIQ a sinx+ b cos x S POMO]X@ WSPO-MOGATELXNOGO ARGUMENTAa sinx+ b cosx =pa2 + b2 � sin(x+ ') =pa2 + b2 cos(x�  ); GDE8><>: cos' = apa2 + b2 ; cos = bpa2 + b2sin' = bpa2 + b2 ; sin = apa2 + b2 9>=>; : (�)';  | WELI^INY UKAZANNYH WSPOMOGATELXNYH UGLOW. zDESX a I b ODNOWRE-MENNO NE OBRA]A@TSQ W NULX, TO ESTX� a 6= 0 ;b 6= 0 , a2 + b2 6= 0 , a2 + b2 > 0:dOKAZATELXSTWO:a sinx+ b cos x =pa2 + b2 �� apa2 + b2 sinx+ bpa2 + b2 cos x� ;TAK KAK � apa2 + b2�2 + � bpa2 + b2�2 = a2a2 + b2 + b2a2 + b2 = a2 + b2a2 + b2 = 1,TO TREBUETSQ DOKAZATX SU]ESTWOWANIE TAKIH WELI^IN UGLOW ' ILI  , ^TOWYPOLNQ@TSQ RAWENSTWA (�).���� apa2 + b2 ���� = jajpa2 + b2 6 1 ) 9' : cos' = apa2 + b2 ;ESLI b > 0, TO W KA^ESTWE ' MOVNO WZQTX ' = arccos apa2 + b2 , TOGDAsin' = sin�arccos apa2 + b2� =r1� a2a2 + b2 =r b2a2 + b2 = bpa2 + b2 ;ESLI b < 0, TO POLOVIM ' = � arccos apa2 + b2 ; TOGDAsin' = � sin�arccos apa2 + b2� = �r1� a2a2 + b2 = �r b2a2 + b2 == � jbjpa2 + b2 = bpa2 + b2 . 67



sU]ESTWOWANIE  DOKAZYWAETSQ SOWER[ENNO ANALOGI^NO.zAME^ANIE 1. eSLI a = b = 0, TO WYRAVENIE a sinx+b cosx PRI L@BOM xOBRA]AETSQ W NULX. pO\TOMU W DANNOM SLU^AE ONO NE TREBUET SPECIALXNOGOPREOBRAZOWANIQ.zAME^ANIE 2. pRI OBOSNOWANII SU]ESTWOWANIQ ' TAKOGO, ^TO DLQ NEGOIME@T MESTO RAWENSTWA (�), ISPOLXZOWALOSX ODNO IZ RAWENSTWsin(arccos x) = cos(arcsin x) = p1� x2, SPRAWEDLIWYH 8x 2 R : jxj 6 1.dADIM WYWOD \TIH RAWENSTW, POSKOLXKU NIVE ONI E]E BUDUT PRIMENQTXSQ.pOSKOLXKU 8 x 2 R : jxj 6 1 arcsinx 2 h��2 ; �2 i ; arccos x 2 [0; �], TOsin(arccos x) > 0 I cos(arcsin x) > 0, A POTOMU PO FORMULAM (10) I (11)NA STR. 55 POLU^AEM sin(arccos x) =p1� cos2(arccos x) = p1� x2 ==q1� sin2(arcsinx) = cos(arcsinx).������������������������������������������
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2:10. sWOJSTWA TRIGONOMETRI^ESKIH FUNKCIJ y = sinx I y = cos x IIH GRAFIKI
RIS. 2.3 A RIS. 2.3 BzAMENIM x NA �, TAK KAK x | ABSCISSA TO^KI NA OKRUVNOSTI.I. D[sin] = D[cos] = (�1;+1).fIKSIRUEM PROIZWOLXNOE � 2 R, TOGDA W SILU SWOJSTW DEJSTWITELXNYH^ISEL ODNOZNA^NO OPREDELENO ^ISLO �=2� = a0 + r0, GDE a0 2 Z, PRI^EM a0| NAIBOLX[EE CELOE ^ISLO, NE PREWOSHODQ]EE �=2�, OTKUDA 0 6 r0 < 1.oBOZNA^IM k = a0, TOGDA � = 2k� + �0, GDE �0 = 2r0�, SLEDOWATELXNO,0 6 �0 < 2�.w WWODNOJ ^ASTI RAZDELA "tRIGONOMETRIQ" OTME^ALOSX, ^TO �0  !M ,GDE M | TO^KA NA EDINI^NOJ OKRUVNOSTI; \TOJ VE TO^KE OTWE^A@T ^ISLAWIDA � = �0 + 2k� 8 k 2 Z, GDE � =\AOM . tAK KAKsin� def= y; cos� def= x;GDE M �M (x; y), TO ESTX x | ABSCISSA, A y | ORDINATA TO^KI M , TO DLQL@BOGO � 2 R OPREDELENY sin� I cos�.II. E[sin] = E[cos] = [�1; 1].w SILU OSNOWNOGO TRIGONOMETRI^ESKOGO TOVDESTWA8� 2 R 1 = (sin�)2 + (cos�)2 > (cos�)2, ANALOGI^NO 1 > (sin�)2,OTKUDA �1 6 sin� 6 1, �1 6 cos� 6 1.oSTAETSQ DOKAZATX, ^TO E[sin] I E[cos] ZAPOLNQ@T OTREZOK [�1; 1] CELI-KOM (SM. NIVE RIS. 2.4 A, B, W).fIKSIRUEM PROIZWOLXNYE ^ISLA a0; a00 2 [�1; 1], a0 $Mx �Mx(x; 0);a00 $M 0y �M 0y(0; y), IBO KOORDINATNYE OSI | ^ISLOWYE PRQMYE(W [KOLXNOM KURSE MATEMATIKI BEZ DOKAZATELXSTWA PRINIMAETSQ FAKT WZA-IMNO ODNOZNA^NOGO SOOTWETSTWIQ MEVDU MNOVESTWAMI WSEH DEJSTWITELXNYH^ISEL I WSEH TO^EK ^ISLOWOJ PRQMOJ).OMx = a0 I OM 0y = a00 | \TO WELI^INY OTREZKOW OMx I OM 0y SOOTWET-STWENNO. 69



w SLU^AQH �1 < a0 < 1 I �1 < a00 < 1 TO^KI Mx I M 0y LEVAT WNUTRIKRUGA S CENTROM W TO^KE O(0; 0) I RADIUSA R = 1. pROWODQ PERPENDIKU-LQR IZ TO^EK Mx ILI M 0y K OSQM Ox I Oy SOOTWETSTWENNO, MY POLU^IMEDINSTWENNYE TO^KI (KOTORYE SOOTWETSTWENNO OBOZNA^IM ZA M0 I M 00) IHPERESE^ENIQ S WERHNEJ I SOOTWETSTWENNO PRAWOJ POLUOKRUVNOSTQMI A TAK-VE | EDINSTWENNYE TO^KI (KOTORYE SOOTWETSTWENNO OBOZNA^IM ZA M1 IM 01) IH PERESE^ENIQ S NIVNEJ I SOOTWETSTWENNO LEWOJ POLUOKRUVNOSTQMI;* 5 TO^KE M0 UVE ODNOZNA^NO OTWE^AET UGOL S MEROJ �0, A TO^KE M1 UVEODNOZNA^NO OTWE^AET UGOL S MEROJ �1, SOOTWETSTWENNO TO^KE M 00 UVE OD-NOZNA^NO OTWE^AET UGOL S MEROJ �00, A TO^KE M 01 UVE ODNOZNA^NO OTWE^AETUGOL S MEROJ �01.w SLU^AE SINUSA \TO �00 2 [��=2; �=2]; �01 2 [�=2; 3�=2],A W SLU^AE KOSINUSA \TO �0 2 [0; �]; �1 2 [��; 0],sin�00 = a00; sin�01 = a00, SOOTWETSTWENNO cos�0 = a0; cos�1 = a0,�00 def= arcsin a00, SOOTWETSTWENNO �0 def= arccos a0 I�01 = � � arcsin a00, SOOTWETSTWENNO �1 = � arccos a0.pRI a00 = �1 W SLU^AE SINUSA TO^KAM 0y SOWPADAET S TO^KOJM�M (0;�1),KOTORAQ W SWO@ O^EREDX SOWPADAET S TO^KOJ D, �00 = ��=2, A W SLU^AE KOSI-NUSA TO^KA Mx SOWPADAET S TO^KOJ M �M (�1; 0), KOTORAQ W SWO@ O^EREDXSOWPADAET S C, �0 = �. sOOTWETSTWU@]IE PERPENDIKULQRY, WOSSTANOWLEN-NYE IZ TO^EK M 0y I Mx SOOTWETSTWENNO, BUDUT KASATXSQ EDINI^NOJ OKRUV-NOSTI (SM. NIVE RIS. 2.4 B).pRI a00 = 1 W SLU^AE SINUSA TO^KA M 0y SOWPADAET S TO^KOJ M �M (0; 1),KOTORAQ W SWO@ O^EREDX SOWPADAET S TO^KOJB, �00 = �=2, A W SLU^AE KOSINUSATO^KAMx SOWPADAET S TO^KOJM�M (1; 0), KOTORAQ W SWO@ O^EREDX SOWPADAETS A, �0 = 0. sOOTWETSTWU@]IE PERPENDIKULQRY, WOSSTANOWLENNYE IZ TO^EKM 0y I Mx SOOTWETSTWENNO, BUDUT KASATXSQ EDINI^NOJ OKRUVNOSTI(SM. NIVE RIS. 2.4 W).oTMETIM, ^TO PRI ja0j > 1 I ja00j > 1 PERPENDIKULQRY, WOSSTANOWLENNYEIZ TO^EK Mx $ a0 I M 0y $ a00 K OSQM Oy I Ox SOOTWETSTWENNO, NE BUDUTIMETX OB]IH TO^EK S EDINI^NOJ OKRUVNOSTX@, ^TO QWLQETSQ GEOMETRI^ES-KIM SMYSLOM OTSUTSTWIQ DEJSTWITELXNYH RE[ENIJ URAWNENIJ sinx = a Icos x = a PRI jaj > 1 (SM. NIVE RIS. 2.5 W).III. iZ REZULXTATOW P. II SLEDUET, ^TO FUNKCII sinx I cosx OGRANI^ENYNA WSEJ SWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ.IV. iZ OPREDELENIJ SINUSA I KOSINUSA S POMO]X@ OKRUVNOSTI I NA OS-NOWE REZULXTATOW P.II WYTEKAET :5* |TO WYTEKAET IZ TEOREM KURSA GEOMETRII O WZAIMNOM RASPOLOVENII PRQMOJ IOKRUVNOSTI I O PERPENDIKULQRNOSTI DIAMETRA I HORDY OKRUVNOSTI.70



max�2R sin� = 1 = sin(�=2 + 2k�), min�2R sin� = �1 = sin(��=2 + 2k�),max�2R cos� = 1 = cos 2k�; min�2R cos� = �1 = cos(�+2k�); k = 0; �1; �2; ::: .
a0 = OMx; �0 = arccos a0; a0 = OMx = OC = �1; a0 = OMx = OA = 1,�1 = ��0; �0 = arccos(�1) = �; �0 = arccos 1 = 0,a00 = OM 0y; �00 = arcsin a00; a00 = OM 0y = OD = �1; a00 = OM 0y = OB = 1,�01 = � � �00; �00 = arcsin(�1) = ��=2; �00 = arcsin 1 = �=2.RIS. 2.4 A RIS. 2.4 B RIS. 2.4 WV. 8� 2 R sin(��) = � sin�, cos(��) = cos�,TO ESTX SINUS | FUNKCIQ NE^ETNAQ, A KOSINUS | FUNKCIQ ^ETNAQ.sHEMA DOKAZATELXSTWA.pUSTX � 2 [0; �]. dLQ � = 0; �=2; � DOKAZYWAEMYE RAWENSTWA SRAZUPOLU^A@TSQ IZ OPREDELENIJ SINUSA I KOSINUSA.

RIS. 2.5 A RIS. 2.5 B RIS. 2.5 WpRI 0 < � < �; � 6= �=2, RASSMATRIWAQ NA RIS. 2.5 A (B) TREUGOLXNIKI4OMMx I 4OMxM 0, GDE MM 0 ? Ox, POLU^IM IH RAWENSTWO PO OB]EMUKATETU I GIPOTENUZE, OTKUDA��� \M 0OMx��� = ���\MxOM ��� = � (� � �) ) \AOM = � I \AOM 0 = ��.71



sLEDOWATELXNO, cos(��) = cos� = x = WELI^INE OTREZKA OMx, GDEMx �Mx(x; 0).tAK KAK jMxM j = jM 0Mxj, TO WELI^INA OTREZKA MxM 0* 6 RAWNA MINUSWELI^INE OTREZKA MxM , WELI^INA OTREZKA MxM RAWNA y = sin�;M �M (x; y), WELI^INA OTREZKA MxM 0 RAWNA sin(��) = �y,M 0 �M 0(x;�y) ) sin(��) = � sin�.dALEE IZ RAWENSTW cos� = cos(�(��)) = cos(��) Isin� = sin(�(��)) = � sin(��) DOKAZYWAETSQ NE^ETNOSTX SINUSA I ^ETNOSTXKOSINUSA NA OTREZKE [��; 0], IBO ESLI � 2 [��; 0], TO �� 2 [0; �], A NA \TOMOTREZKE SOOTWETSTWU@]IE SWOJSTWA UVE DOKAZANY.zATEM S ISPOLXZOWANIEM PERIODI^NOSTI (SM. P. VI) DOKAZYWA@TSQ RAWEN-STWA sin(��) = � sin�; cos(��) = cos� UVE DLQ L@BOGO DEJSTWITELXNOGO� PUTEM EGO PREDSTAWLENIQ W WIDE � = �0+2n�; n 2 Z; �� < �0 6 � I IS-POLXZOWANIQ TOGO, ^TO \TI RAWENSTWA DOKAZANY DLQ �0 SLEDU@]IM OBRAZOM:sin(��) = sin(��0�2n�) = sin(��0) = � sin�0 = � sin(�0+2n�) = � sin�,cos(��) = cos(��0 � 2n�) = cos(��0) = cos�0 = cos(�0 + 2n�) = cos�.VI. 8� 2 R; n 2 Z : sin(�+ 2n�) = sin�; cos(�+ 2n�) = cos�.|TI RAWENSTWA WYTEKA@T IZ OPREDELENIJ SINUSA I KOSINUSA S POMO]X@OKRUVNOSTI I TOGO, ^TO UGLAM aom S MERAMI � I �+2n� OTWE^AET ODNA I TAVE TO^KA M �M (x; y) NA EDINI^NOJ OKRUVNOSTI. tAKIM OBRAZOM, FUNKCIISINUS I KOSINUS | PERIODI^ESKIE S PERIODAMI 2n�; n = �1; �2; ::: .2� | OSNOWNOJ PERIOD \TIH FUNKCIJ. |TO DOKAZYWAETSQ NA OSNOWE RE-ZULXTATOW P. VIII S ISPOLXZOWANIEM REZULXTATOW UTWERVDENIQ 4, DOKAZANNO-GO W WWODNOJ ^ASTI RAZDELA "tRIGONOMETRIQ". pRI \TOM W SLU^AE FUNKCIIsin� W KA^ESTWE c, FIGURIRU@]EGO W \TOM UTWERVDENII, BERETSQ ��=2, A WKA^ESTWE d BERETSQ 3�=2, W SLU^AE FUNKCII cos� W KA^ESTWE c BERETSQ 0, AW KA^ESTWE d BERETSQ 2�.nA OSNOWE \TOGO FAKTA, PERIODI^NOSTI \TIH FUNKCIJ S PERIODAMI 2�nI UTWERVDENIQ 3, DOKAZANNOGO W WWODNOJ ^ASTI RAZDELA "tRIGONOMETRIQ",POLU^AEM, ^TO NIKAKIH DRUGIH PERIODOW, KROME 2�n, FUNKCII sinx I cos xNE IME@T.VII. sin� = 0 () � = n� 8n 2 Z, TAK KAK UGLAM S \TIMI MERAMI NAEDINI^NOJ OKRUVNOSTI OTWE^A@T TO^KI A ILI C S NULEWYMI ORDINATAMI.cos� = 0 () � = �=2+n� 8n 2 Z, TAK KAK UGLAM S \TIMI MERAMI NAEDINI^NOJ OKRUVNOSTI OTWE^A@T TO^KI B ILI D S NULEWYMI ABSCISSAMI.6* eSLI MY IMEEM NAPRAWLENNYJ OTREZOK, PARALLELXNYJ KAKOJ-LIBO ^ISLOWOJ OSIILI LEVA]IJ NA NEJ, TO, PO OPREDELENI@, EGO WELI^INA RAWNA EGO DLINE (MINUS EGODLINE), ESLI NAPRAWLENIE \TOGO OTREZKA SOWPADAET S POLOVITELXNYM (OTRICATELXNYM)NAPRAWLENIEM UKAZANNOJ ^ISLOWOJ OSI. 72



sin� > 0 () 2n� < � < �+2n� 8n 2 Z, TAK KAK UGLY S TAKIMI MERA-MI OKAN^IWA@TSQ W I ILI II KOORDINATNYH ^ETWERTQH, ILI NA POLOVITELX-NOJ ^ASTI OSI ORDINAT, GDE SOOTWETSTWU@]AQ ORDINATA y, FIGURIRU@]AQW OPREDELENII SINUSA, POLOVITELXNA.sin� < 0 () �� + 2n� < � < 2n� 8n 2 Z, TAK KAK UGLY S TA-KIMI MERAMI OKAN^IWA@TSQ W III ILI IV KOORDINATNYH ^ETWERTQH, ILI NAOTRICATELXNOJ ^ASTI OSI ORDINAT, GDE SOOTWETSTWU@]AQ ORDINATA y, FI-GURIRU@]AQ W OPREDELENII SINUSA, OTRICATELXNA.cos� > 0 () ��=2 + 2n� < � < �=2 + 2n� 8n 2 Z, TAK KAK UGLY STAKIMI MERAMI OKAN^IWA@TSQ W I ILI IV KOORDINATNYH ^ETWERTQH, ILINA POLOVITELXNOJ ^ASTI OSI ABSCISS, GDE SOOTWETSTWU@]AQ ABSCISSA x,FIGURIRU@]AQ W OPREDELENII KOSINUSA, POLOVITELXNA.cos� < 0 () �=2 + 2n� < � < 3�=2 + 2n� 8n 2 Z, TAK KAK UGLYS TAKIMI MERAMI OKAN^IWA@TSQ WO II ILI W III KOORDINATNYH ^ETWERTQH,ILI NA OTRICATELXNOJ ^ASTI OSI ABSCISS, GDE SOOTWETSTWU@]AQ ABSCISSA x,FIGURIRU@]AQ W OPREDELENII KOSINUSA, OTRICATELXNA.VIII. fUNKCIQ SINUS WOZRASTAET NA KAVDOM IZ OTREZKOW[��=2 + 2n�; �=2 + 2n�] I UBYWAET NA KAVDOM IZ OTREZKOW[�=2 + 2n�; 3�=2 + 2n�] 8n 2 Z.fUNKCIQ KOSINUS WOZRASTAET NA KAVDOM IZ OTREZKOW [�� + 2n�; 2n�]I UBYWAET NA KAVDOM IZ OTREZKOW [2n�; �+ 2n�] 8n 2 Z.w SILU PERIODI^NOSTI \TIH FUNKCIJ I UTWERVDENIQ 2, DOKAZANNOGO WWWODNOJ ^ASTI RAZDELA "tRIGONOMETRIQ", DOSTATO^NO DOKAZATX \TI UTWERV-DENIQ DLQ SLU^AQ n = 0.rASSMOTRIM RAZNOSTXsin(x2)� sin(x1) = 2 sin�x2 � x12 � � cos�x2 + x12 � ;GDE ��=2 6 x1 < x2 6 �=2 ILI �=2 6 x1 < x2 6 3�=2.w SILU SWOJSTW ^ISLOWYH NERAWENSTW W PERWOM SLU^AE :0 < x2 � x12 6 �2 ; ��2 < x1 + x22 < �2 ;A WO WTOROM SLU^AE :0 < x2 � x12 6 �2 ; �2 < x2 + x12 < 3�2 ;OTKUDA W SILU REZULXTATOW P. VII UKAZANNAQ RAZNOSTX W PERWOM SLU^AE PO-LOVITELXNA, A WO WTOROM SLU^AE OTRICATELXNA, ^TO I DOKAZYWAET SWOJSTWOMONOTONNOSTI FUNKCII SINUS.rASSMOTRIM RAZNOSTXcos(x2)� cos(x1) = �2 sin�x2 � x12 � � sin�x2 + x12 � ;GDE 0 6 x1 < x2 6 � ILI �� 6 x1 < x2 6 0.73



w SILU SWOJSTW ^ISLOWYH NERAWENSTW W PERWOM SLU^AE :0 < x2 � x12 6 �2 ; 0 < x1 + x22 < �;A WO WTOROM SLU^AE :0 < x2 � x12 6 �2 ; �� < x2 + x12 < 0;OTKUDA W SILU REZULXTATOW P. VII UKAZANNAQ RAZNOSTX W PERWOM SLU^AE OT-RICATELXNA, A WO WTOROM SLU^AE POLOVITELXNA, ^TO I DOKAZYWAET SWOJSTWOMONOTONNOSTI FUNKCII KOSINUS.zAME^ANIE. pRI DOKAZATELXSTWE SWOJSTW MONOTONNOSTI \TIH FUNKCIJ SPOMO]X@ TEOREMY O ZNAKE IH PROIZWODNYH NA SAMOM DELE ONI OBOSNOWY-WA@TSQ LI[X DLQ SOOTWETSTWU@]IH INTERWALOW, PO\TOMU DLQ OBOSNOWANIQMONOTONNOSTI NA OTREZKAH WSE RAWNO NEOBHODIMY DOPOLNITELXNYE ISSLE-DOWANIQ.IX. fUNKCIQ sinx STROGO WYPUKLA WWERH (WNIZ) NA OTREZKAH[2�n; � + 2�n] ([�� + 2�n; 2�n]) PRI L@BOM CELOM ZNA^ENII n , TO ESTXNA TEH OTREZKAH, GDE ONA PRINIMAET NEOTRICATELXNYE (NEPOLOVITELXNYE)ZNA^ENIQ.dOKAZATELXSTWO. w SILU PERIODI^NOSTI FUNKCII sinx S PERIODAMI 2�m8m 2 Z; m 6= 0 DOSTATO^NO RASSMOTRETX LI[X SLU^AJ n = 0. fIKSIRUEMPROIZWOLXNYE DEJSTWITELXNYE x1 I x2 2 [0; �]; x1 6= x2.sRAWNIM RAZNOSTX WYRAVENIJf �x1 + x22 �� f(x1) + f(x2)2 S ^ISLOM 0 :pRIMENQQ FORMULU SUMMY SINUSOW, MY POLU^IM:f �x1 + x22 �� f(x1) + f(x2)2 = sin x1 + x22 � sinx1 + sinx22 == sin x1 + x22 �sin x1 + x22 cos x1 � x22 = sin x1 + x22 ��1� cos x1 � x22 � > 0 :pOSLEDNEE NERAWENSTWO WYTEKAET IZ SWOJSTW ^ISLOWYH NERAWENSTW, PROME-VUTKOW ZNAKOPOSTOQNSTWA FUNKCII SINUS I OBLASTI IZMENENIQ FUNKCII KO-SINUS SLEDU@]IM OBRAZOM: 0 6 x1 6 �; (3)0 6 x2 6 �; (4)m�� 6 �x2 6 0; (5)TAK KAK x1 I x2 IZ OTREZKA [0; �] RAZLI^NY, TO ONI NE MOGUT ODNOWREMENNORAWNQTXSQ NUL@ I ODNOWREMENNO RAWNQTXSQ �; A POTOMU, SKLADYWAQ PO^LEN-NO NERAWENSTWA (3) I (4); (3) I (5) I PO^LENNO DELQ POLU^A@]IESQ PRI \TOMNERAWENSTWA NA 2, MY POLU^IM 74



0 < x1 + x22 < �; (6)��2 6 x1 � x22 < 0; (7)ILI0 < x1 � x22 6 �2 ; (8)OTKUDA I IMEEM: sin x1 + x22 > 0 I 1� cos x1 � x22 > 0 :iTAK, STROGAQ WYPUKLOSTX WWERH FUNKCII sinx NA OTREZKE [0; �] DOKAZANA.w SILU NE^ETNOSTI FUNKCII sinx WYTEKAET EE STROGAQ WYPUKLOSTX WNIZ NAOTREZKE [��; 0], POSLEDNIJ FAKT PREDOSTAWLQETSQ DOKAZATX SAMOSTOQTELXNO.fUNKCIQ cosx STROGO WYPUKLA WWERH (WNIZ) NA OTREZKAH[��=2 + 2�n; �=2+ 2�n] ([�=2 + 2�n; 3�=2+ 2�n]) PRI L@BOM CELOM ZNA-^ENII n; TO ESTX NA TEH OTREZKAH, GDE ONA PRINIMAET NEOTRICATELXNYE(NEPOLOVITELXNYE) ZNA^ENIQ.|TO UTWERVDENIE UVE WYTEKAET IZ USTANOWLENNYH PROMEVUTKOW STROGOJWYPUKLOSTI FUNKCII sinx I FORMULY cosx = sin(�=2 + x).mOVNO, ODNAKO, ISSLEDOWATX NA WYPUKLOSTX FUNKCI@ cos x; NE OPIRAQSXNA WYPUKLOSTX FUNKCII sinx, PO ANALOGI^NOJ, ^TO I sinx, SHEME. pREDO-STAWLQETSQ \TO SDELATX SAMOSTOQTELXNO.X. gRAFIKI:RIS. 2.6 A RIS. 2.6 B������������������������������������������2:11. sWOJSTWA TRIGONOMETRI^ESKIH FUNKCIJ y = tg x I y = ctg x IIH GRAFIKItAK VE, KAK PRI OBOSNOWANII SWOJSTW SINUSA I KOSINUSA ZAMENIM x NA �,tg � def= 8<: sin�cos� ; cos� 6= 0;@ ; cos� = 0 ; ctg � def= 8<: cos�sin� ; sin� 6= 0;@ ; sin� = 0:75



I. iSHODQ IZ REZULXTATOW PP. I I VI ISSLEDOWANIQ FUNKCIJ SINUS I KO-SINUS, MY POLU^AEM:D[tg] | L@BOE � 2 R : � 6= �=2+k�, D[ctg] | L@BOE � 2 R : � 6= k�;k = 0; �1; �2; ::: .II. E[tg] = E[ctg] = (�1;+1).
AM 0 = tg�0 = a0; AM 01 = tg�1 BM 0 = ctg�0 = b0; BM 01 = ctg�1�0 = arctga0 �0 = arcctgb0RIS. 2.7 A RIS. 2.7 B * 7oSI TANGENSOW I KOTANGENSOW QWLQ@TSQ KASATELXNYMI K EDINI^NOJ OKRUV-NOSTI W TO^KAH A I B SOOTWETSTWENNO I OBLADA@T TEMI VE SWOJSTWAMI^ISLOWYH PRQMYH, ^TO I OSI Oy I Ox SOOTWETSTWENNO W TOM SMYSLE, ^TOPOLOVITELXNOE I OTRICATELXNOE NAPRAWLENIQ NA OSI TANGENSOW (KOTANGEN-SOW) SOWPADA@T S POLOVITELXNYM I OTRICATELXNYM NAPRAWLENIQMI OSIOy(Ox). eDINICY IZMERENIJ NA NIH TE VE, ^TO I NA WSEJ KOORDINATNOJPLOSKOSTI, W TOM ^ISLE I NA OSQH Oy I Ox; NA^ALA OTS^ETA NA OSI TANGEN-SOW | TO^KA A(1; 0), A NA OSI KOTANGENSOW | TO^KA B(0; 1).fIKSIRUEM PROIZWOLXNYE ^ISLA a0; b0 2 R; a0 $ M 0; b0 $ M 0 NAOSQH TANGENSOW I KOTANGENSOW SOOTWETSTWENNO. M 0 $ M NA PRAWOJ I SOOT-WETSTWENNO WERHNEJ POLUOKRUVNOSTQH, M | M (x; y).M $ �0 2 (��=2; �=2), SOOTWETSTWENNO M $ �0 2 (0; �); tg �0 = a0,SOOTWETSTWENNO ctg �0 = b0 (SM. RIS. 2.7 A I B).dOKAVEM POSLEDNIE DWA RAWENSTWA.pRI �0 6= 0 PRQMOUGOLXNYE TREUGOLXNIKI 4OMMx I 4OM 0A PODOB-NY KAK IME@]IE OB]IJ OSTRYJ UGOL, SLEDOWATELXNO,7* nA \TIH RISUNKAH ZA AM 0;BM 0 I T.P. OBOZNA^ENY WELI^INY SOOTWETSTWU@]IHOTREZKOW. 76



jAM 0j1 = jAM 0jjOAj = jMxM jjOMxj = jyjjxj = jyjx :pOSLEDNEE RAWENSTWO WYPOLNQETSQ W SILU TOGO, ^TO x > 0. tAK KAK ZNAKIWELI^IN OTREZKOW AM 0 I MxM SOWPADA@T, TO I IME@T MESTO RAWENSTWAa0 = AM 0 = yx = sin�cos� def= tg �:eSLI � = 0, TO TO^KI M 0; M I A SOWPADA@T, A POTOMU I W \TOM SLU^AETAKVE a0 = AM 0 = 0 = tg 0 = tg �. pO OPREDELENI@ �0 = arctg a0.sOOTWETSTWENNO PRI �0 6= �=2 PRQMOUGOLXNYE TREUGOLXNIKI 4OMMyI 4OM 0B PODOBNY KAK IME@]IE OB]IJ OSTRYJ UGOL, SLEDOWATELXNO,jBM 0j1 = jBM 0jjOBj = jMyM jjOMyj = jxjjyj = jxjy :pOSLEDNEE RAWENSTWO WYPOLNQETSQ W SILU TOGO, ^TO y > 0. tAK KAK ZNAKIWELI^IN OTREZKOW BM 0 I MyM SOWPADA@T, TO I IME@T MESTO RAWENSTWAb0 = BM 0 = xy = cos�sin� def= ctg �:eSLI � = �=2, TO TO^KIM 0; M I B SOWPADA@T, A POTOMU I W \TOM SLU^AETAKVE b0 = BM 0 = 0 = ctg �2 = ctg �. pO OPREDELENI@ �0 = arcctg b0.dOKAVEM TEPERX ANALITI^ESKIM SPOSOBOM UTWERVDENIE OB OBLASTI ZNA-^ENIJ FUNKCIJ TANGENS I KOTANGENS, PRAWDA, SU]ESTWENNO ISPOLXZUQ RE-ZULXTAT OB OBLASTI ZNA^ENIJ FUNKCIJ SINUS I KOSINUS, KOTORYJ WY[E BYLPOLU^EN GEOMETRI^ESKIM SPOSOBOM (SM. TAKVE PP. 25 | 26 W [4]).fIKSIRUEM PROIZWOLXNOE ^ISLO a 2 R I POLOVIM,c0 = apa2 + 1 ; d0 = 1pa2 + 1 ) jc0j < 1; 0 < jd0j 6 1:pOLAGAQ � = arcsin c0 ) sin� = c0 I ��2 < � < �2 I NA OSNOWE FORMULY(10) NA STR. 55 POLU^AEM:cos� =p1� c02 =r1� a2a2 + 1 = 1pa2 + 1 = d0 ) tg � = sin�cos� = c0d0 = a:tEPERX POLOVIM � = arccos c0 ) cos� = c0 I 0 < � < �, NA OSNOWEFORMULY (11) NA STR. 55 POLU^AEM:sin� =p1� c02 =r1� a2a2 + 1 = 1pa2 + 1 = d0 ) Stg � = cos�sin� = c0d0 = a:III. iZ REZULXTATOW P. II WYTEKAET, ^TO FUNKCII TANGENS I KOTANGENS NEOGRANI^ENY NA SWOIH OBLASTQH OPREDELENIQ.77



IV. iZ REZULXTATOW P. II WYTEKAET, ^TO FUNKCII TANGENS I KOTANGENS NEIME@T NAIBOLX[EGO I NAIMENX[EGO ZNA^ENIJ NA SWOIH OBLASTQH OPREDELE-NIQ.V. pRI ISSLEDOWANII ^ETNOSTI ILI NE^ETNOSTI FUNKCIJ TANGENS I KO-TANGENS (SOGLASNO OPREDELENI@ \TIH SWOJSTW) SNA^ALA DOKAVEM, ^TO DLQL@BOGO � 2 D[tg] ILI � 2 D[ctg], TO ESTX � 6= �=2 + n� 8 n 2 Z, SOOTWET-STWENNO � 6= m� 8m 2 Z ) �� TAKVE PRINADLEVIT SOOTWETSTWU@]EJOBLASTI OPREDELENIQ.� 2 D[tg], cos� 6= 0, A TAK KAK 8� 2 R cos(��) = cos�, TO cos� 6= 0,, cos(��) 6= 0, STALO BYTX, �� 2 D[tg]. aNALOGI^NO � 2 D[ctg], sin� 6=6= 0, A TAK KAK 8� 2 R sin(��) = � sin�, TO sin� 6= 0, sin(��) 6= 0, STALOBYTX, �� 2 D[ctg]. sLEDOWATELXNO, OBLASTI OPREDELENIQ FUNKCIJ TANGENSI KOTANGENS SIMMETRI^NY OTNOSITELXNO �0 = 0.dALEE, NE^ETNOSTX FUNKCIJ TANGENS I KOTANGENS UVE NEPOSREDSTWEN-NO WYTEKAET IZ IH OPREDELENIJ, NE^ETNOSTI SINUSA I ^ETNOSTI KOSINUSASLEDU@]IM OBRAZOM:8 � 2 D[tg] tg (��) = sin(��)cos(��) = � sin�cos� = � sin�cos� = �tg �,8 � 2 D[ctg] ctg (��) = cos(��)sin(��) = cos�� sin� = �cos�sin� = �ctg �.VI. pRI ISSLEDOWANII PERIODI^NOSTI FUNKCIJ TANGENS I KOTANGENS, SO-GLASNO OPREDELENI@ \TOGO SWOJSTWA, SNA^ALA USTANOWIM, ^TO ESLI � 2 D[tg]ILI � 2 D[ctg], TO 8m 2 Z �+m� 2 D[tg], SOOTWETSTWENNO�+m� 2 D[ctg].� 2 D[tg], cos� 6= 0, A TAK KAK 8� 2 R I 8m 2 Z cos(�+ �m) == (�1)m cos� (SM. FORMULY (32) P. 40 RAZDELA "tRIGONOMETRIQ"), TO Icos(�+ �m) 6= 0 ) �+m� 2 D[tg]. aNALOGI^NO, � 2 D[ctg], sin� 6= 0, ATAK KAK 8� 2 R I 8m 2 Z sin(�+ �m) = (�1)m sin�, TO I sin(�+ �m) 6=6= 0 ) �+m� 2 D[ctg].dALEE PERIODI^NOSTX TANGENSA I KOTANGENSA WYTEKAET IZ IH OPREDELENIJI FORMUL (32) P. 40 RAZDELA "tRIGONOMETRIQ" SLEDU@]IM OBRAZOM:tg (�+ n�) = sin(�+ n�)cos(�+ n�) = (�1)n sin�(�1)n cos� = tg �;ctg (�+ n�) = cos(�+ n�)sin(�+ n�) = (�1)n cos�(�1)n sin� = ctg �PRI L@BOM � IZ OBLASTI OPREDELENIQ FUNKCII TANGENS ILI SOOTWETSTWENNOKOTANGENS I L@BOM CELOM ZNA^ENII ^ISLA n. a \TO I OZNA^AET PERIODI^-NOSTX KAVDOJ IZ \TIH FUNKCIJ S PERIODAMI n�; n = �1;�2; ::: .78



VII. iZ REZULXTATOW P. VII ISSLEDOWANIQ FUNKCIJ SINUS I KOSINUS IOPREDELENIJ FUNKCIJ TANGENS I KOTANGENS WYTEKAET, ^TOtg � = 0 () sin� = 0 () � = n�,ctg � = 0 () cos� = 0 () � = �=2 + n�,n = 0; �1; �2; ::: .tg � I ctg � POLOVITELXNY (OTRICATELXNY) TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDAFUNKCII SINUS I KOSINUS PRINIMA@T ZNA^ENIQ ODNOGO ZNAKA (RAZNYH ZNA-KOW). sLEDOWATELXNO, FUNKCII TANGENS I KOTANGENS POLOVITELXNY NA KAV-DOM IZ INTERWALOW (n�; �=2+n�) I OTRICATELXNY NA KAVDOM IZ INTERWALOW(��=2 + n�; n�) 8n 2 Z.VIII. tg � WOZRASTAET NA (��=2+n�; �=2+n�) 8n 2 Z, PRI^EM NA KAVDOMIZ \TIH INTERWALOW W OTDELXNOSTI, A ctg� UBYWAET NA (n�;�+ n�) 8n 2 ZI TAKVE W OTDELXNOSTI NA KAVDOM IZ \TIH INTERWALOW.dOKAZATELXSTWA. w SILU PERIODI^NOSTI TANGENSA I KOTANGENSA, UTWERV-DENIQ 2, DOKAZANNOGO W WODNOJ ^ASTI RAZDELA "tRIGONOMETRIQ", DOSTATO^NORASSMOTRETX SLU^AJ n = 0. fIKSIRUEM PROIZWOLXNYE x1 I x2, GDE��=2 < x1 < x2 < �=2 W SLU^AE TANGENSA, I 0 < x1 < x2 < � W SLU^AEKOTANGENSA, OTKUDA W SILU SWOJSTW ^ISLOWYH NERAWENSTW W OBOIH SLU^AQH0 < x2 � x1 < �. pRIMENIM FORMULY RAZNOSTEJ TANGENSOW I KOTANGENSOWARGUMENTOW x2 I x1:tg x2 � tg x1 = sin(x2 � x1)cosx2 cos x1 ; ctgx2 � ctgx1 = � sin(x2 � x1)sinx2 sinx1 :|TI FORMULY DOKAZANY WY[E, W P. 2:3 (FORMULA (7) I (8) DLQ ZNAKA"� "). w SILU REZULXTATOW ISSLEDOWANIQ P.VII O PROMEVUTKAH ZNAKOPOSTO-QNSTWA FUNKCIJ SINUS I KOSINUS, MY I POLU^AEM, ^TOtgx2 � tgx1 > 0 ; ctgx2 � ctgx1 < 0:oTS@DA I WYTEKA@T DOKAZYWAEMYE UTWERVDENIQ.zAME^ANIE. uTWERVDENIQ \TOGO PUNKTA MOVNO DOKAZATX S POMO]X@ TE-OREMY O ZNAKE PROIZWODNOJ.w SILU REZULXTATOW \TOGO PUNKTA, A TAKVE UTWERVDENIQ 5, DOKAZANNO-GO W WWODNOJ ^ASTI RAZDELA "tRIGONOMETRIQ" WYTEKAET, ^TO � | OSNOWNOJPERIOD RASSMATRIWAEMYH FUNKCIJ. pRI \TOM W SLU^AE FUNKCII tg � W KA-^ESTWE c, FIGURIRU@]EGO W \TOM UTWERVDENII, BERETSQ ��=2, A W KA^ESTWEd BERETSQ �=2, W SLU^AE FUNKCII ctg � W KA^ESTWE c, BERETSQ 0, A W KA^ESTWEd BERETSQ �.nA OSNOWE \TOGO FAKTA, PERIODI^NOSTI \TIH FUNKCIJ S PERIODAMI �n,I UTWERVDENIQ 3, DOKAZANNOGO W WWODNOJ ^ASTI RAZDELA "tRIGONOMETRIQ",USTANAWLIWAETSQ, ^TO NIKAKIH DRUGIH PERIODOW, KROME �n, FUNKCII tg x Ictg x NE IME@T. 79



IX. fUNKCIQ tgx STROGO WYPUKLA WNIZ (WWERH) NA POLUOTREZKAH[�n; �=2+�n) ((��=2+�n; �n]) PRI L@BOM CELOM ZNA^ENII n, TO ESTX NA TEHOTREZKAH, GDE ONA PRINIMAET NEOTRICATELXNYE (NEPOLOVITELXNYE) ZNA^E-NIQ.dOKAZATELXSTWO. w SILU PERIODI^NOSTI FUNKCII tgx S PERIODAMI �m8m 2 Z; m 6= 0 DOSTATO^NO RASSMOTRETX LI[X SLU^AJ n = 0. fIKSIRUEMPROIZWOLXNYE DEJSTWITELXNYE x1 I x2 2 [0; �=2),x1 6= x2. sRAWNIM RAZNOSTXf �x1 + x22 �� f(x1) + f(x2)2 S ^ISLOM 0 :pRIMENQQ FORMULY SUMMY TANGENSOW I TANGENSA POLOWINNOGO ARGUMENTA(SM. PP. 30 I 40 RAZDELA "tRIGONOMETRIQ", FORMULY (7) I (15)), A ZATEM IFORMULU KOSINUSA SUMMY I RAZNOSTI DWUH ARGUMENTOW, MY POLU^IM:f �x1 + x22 �� f(x1) + f(x2)2 = tgx1 + x22 � tgx1 + tgx22 == sin(x1 + x2)1 + cos(x1 + x2) � sin(x1 + x2)2 cos x1 cosx2 == sin(x1 + x2) �� 11 + cos x1 cosx2 � sinx1 sinx2 � 12 cos x1 cosx2� == (sin(x1 + x2))(cos x1 cosx2 + sinx1 sinx2 � 1)2(1 + cos(x1 + x2)) cosx1 cosx2 == (sin(x1 + x2))(cos(x1 � x2) � 1)2(1 + cos(x1 + x2)) cos x1 cosx2 < 0 :pOSLEDNEE NERAWENSTWO WYTEKAET IZ SWOJSTW ^ISLOWYH NERAWENSTW, PROME-VUTKOW ZNAKOPOSTOQNSTWA FUNKCIJ SINUS I KOSINUS, OBLASTI IZMENENIQFUNKCII KOSINUS SLEDU@]IM OBRAZOM:0 6 x1 < �2 ; (9)0 6 x2 < �2 ; (10)m��2 < �x2 6 0; (11)TAK KAK x1 I x2 IZ POLUOTREZKA [0; �=2) RAZLI^NY, TO ONI NE MOGUT ODNO-WREMENNO RAWNQTXSQ NUL@, A POTOMU, SKLADYWAQ PO^LENNO NERAWENSTWA (9)I (10); (9) I (11), MY POLU^IM:0 < x1 + x2 < �; (12)��2 < x1 � x2 < 0; (13)80



ILI0 < x1 � x2 < �2 ; (14)OTKUDA I IMEEM:cos x1 > 0 ; cos x2 > 0 ; cos(x1�x2) < 1 ; sin(x1+x2) > 0 I 1+cos(x1+x2) > 0 :iTAK, STROGAQ WYPUKLOSTX WNIZ FUNKCII tgx NA POLUINTERWALE [0; �=2)DOKAZANA. w SILU NE^ETNOSTI FUNKCII tgx I UTWERVDENIQ 2 WYTEKAET EESTROGAQ WYPUKLOSTX WWERH NA POLUINTERWALE (��=2; 0]; ^TO I TREBOWALOSXDOKAZATX.fUNKCIQ ctgx STROGO WYPUKLA WNIZ (WWERH) NA POLUOTREZKAH(�n; �=2+ �n] ([�=2+ �n; �+�n)) PRI L@BOM CELOM ZNA^ENII n, TO ESTX NATEH POLUOTREZKAH, GDE ONA PRINIMAET NEOTRICATELXNYE (NEPOLOVITELXNYE)ZNA^ENIQ.|TO UTWERVDENIE UVE WYTEKAET IZ USTANOWLENNYH PROMEVUTKOW STROGOJWYPUKLOSTI FUNKCII tgx; FORMULY ctgx = �tg(�=2 + x).mOVNO, ODNAKO, ISSLEDOWATX NA WYPUKLOSTX FUNKCI@ ctgx; NE OPIRAQSXNA WYPUKLOSTX FUNKCII tgx; PO ANALOGI^NOJ, ^TO I tgx SHEME. pREDOSTAW-LQETSQ \TO SDELATX SAMOSTOQTELXNO.X. gRAFIKI:
RIS. 2.8 A RIS. 2.8 BoTMETIM, ^TO PRI x! �2 +n��0 tg x!�1, A PRI x! n��0 ctg x!�1(FORMULIROWKI SOOTWETSTWU@]IH OPREDELENIJ I DOKAZATELXSTWA DA@TSQ WKURSE MATEMATI^ESKOGO ANALIZA).������������������������������������������81



dOPOLNITELXNYJ MATERIAL K RAZDELU "tRIGONOMETRIQ"mATERIAL \TOGO DOPOLNENIQ WESXMA POLEZNO I WAVNO ZNATX, POSKOLXKUON DOWOLXNO ^ASTO ISPOLXZUETSQ PRI RE[ENII ZADA^. rE^X POJDET O PONQ-TII OBRATNOJ FUNKCII, BUDET DOKAZANA TEOREMA O SU]ESTWOWANII OBRATNOJFUNKCIJ, TEOREMA O GRAFIKAH WZAIMNO OBRATNYH FUNKCIJ, RASSMOTRENYPRIMERY SU]ESTWOWANIQ I NE SU]ESTWOWANIQ OBRATNYH FUNKCIJ, PRIWEDE-NY RAZLI^NYE PRIMERY.oPREDELENIE OBRATNOJ FUNKCII. pUSTX FUNKCIQ y = f(x) OPREDELENA NANEKOTOROM MNOVESTWE X, KOTOROE (ILI, BYTX MOVET, ^ASTX EGO, MNOVESTWOX0 � X) OBLADAET TEM SWOJSTWOM, ^TO DLQ KAVDOGO \LEMENTA y0 2 Y 0(Y 0 | OBLASTX ZNA^ENIJ FUNKCII y = f(x), GDE x | PROIZWOLXNOE ZNA^ENIEMNOVESTWA X0) SU]ESTWUET EDINSTWENNOE x0 2 X0 TAKOE, ^TO y0 = f(x0).tOGDA NA MNOVESTWE Y 0 MOVNO OPREDELITX FUNKCI@, OBOZNA^AEMU@x = f�1(y), (PRI \TOM y = f(x)), KOTORAQ I NAZYWAETSQ OBRATNOJ FUNKCIEJDLQ FUNKCII y = f(x), RASSMATRIWAEMOJ NA MNOVESTWE X0.iZ \TOGO OPREDELENIQ NETRUDNO WIDETX, ^TO OBRATNAQ FUNKCIQ SU]EST-WUET TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA MEVDU OBLASTX@, GDE RASSMATRIWAETSQFUNKCIQ y = f(x), I MNOVESTWOM EE SOOTWETSTWU@]IH ZNA^ENIJ USTANOWLE-NO WZAIMNO ODNOZNA^NOE SOOTWETSTWIE (TAKIE MNOVESTWA NAZYWA@TSQ \KWI-WALENTNYMI, OBOZN. X0 � Y 0, GDE � | ZNAK \KWIWALENTNOSTI MNOVESTW).tAKVE OTMETIM, ^TO W SLU^AE SU]ESTWOWANIQ DLQ FUNKCII y = f(x)OBRATNOJ FUNKCII x = f�1(y) FUNKCIQ y = f(x) W SWO@ O^EREDX BUDETOBRATNOJ DLQ FUNKCII x = f�1(y). sLEDOWATELXNO, MOVNO GOWORITX O PAREWZAIMNO OBRATNYH FUNKCIJ: y = f(x) I x = f�1(y).eSLI DLQ FUNKCII y = f(x), OPREDELENNOJ NA MNOVESTWE X (TO ESTXX = D[f ]), SU]ESTWUET OBRATNAQ FUNKCIQ x = f�1(y), TO D[f ] = E[f�1], AE[f ] = D[f�1], IME@T MESTO RAWENSTWA f(f�1(y)) = f(x) = y I f�1(f(x)) == f�1(y) = x. tAKIM OBRAZOM, POSLEDOWATELXNO PRIMENENNYE W L@BOM PO-RQDKE OPRERACII f I f�1 DRUG DRUGA WZAIMNO UNI^TOVA@T.w DALXNEJ[EM MY ^ASTO BUDEM MENQTX OBOZNA^ENIQMI x I y W WYRAVENIIDLQ OBRATNOJ FUNKCII, TO ESTX OBOZNA^ATX y = f�1(x).sLEDUET TAKVE OTMETITX, ^TO OBOZNA^ENIE f�1(y) NE SLEDUET PUTATX SWOZWEDENIEM W (�1) - @ STEPENX, TO ESTX, WOOB]E GOWORQ, f�1(y) 6= (f(y))�1 == 1=f(y).pRIMERY: 10. fUNKCII y = ax I y = loga x (0 < a 6= 1) WZAIMNOOBRATNYE, U NIH D[ax] = E[loga x] = (�1;+1) I E[ax] = D[loga x] == (0;+1), OTMETIM, ^TO KAVDAQ IZ NIH NA WSEJ SWOEJ OBLASTI OPREDELENIQQWLQETSQ STROGO MONOTONNOJ.20. fUNKCII y = x2n�1 I y = x1=(2n�1) = 2n�1px (n 2 N ) WZAIMNOOBRATNYE, U NIH D[x2n�1] = E[x1=(2n�1)] = (�1;+1) I E[x2n�1] =82



= D[x1=(2n�1)] = (�1;+1), OTMETIM, ^TO KAVDAQ IZ NIH NA WSEJ SWOEJOBLASTI OPREDELENIQ QWLQETSQ WOZRASTA@]EJ.30. fUNKCIQ y = x2n (n 2 N ) NA WSEJ SWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ |(�1;+1) NE IMEET OBRATNOJ FUNKCII, POSKOLXKU 8x0 2 R : x0 6= 0 )(�x0)2n = (x0)2n = y0 > 0, TO ESTX NET WZAIMNO ODNOZNA^NOGO SOOTWETSTWIQMEVDU D[x2n] | PROMEVUTKA (�1;+1) I E[x2n] | PROMEVUTKA [ 0;+1).pRI \TOM SLEDUET OTMETITX, ^TO NA (�1;+1) \TA FUNKCIQ NE QWLQETSQMONOTONNOJ.oDNAKO, ESLI RASSMATRIWATX FUNKCI@ y = x2n NA KAVDOM IZ PROME-VUTKOW (�1; 0 ] I [ 0;+1) W OTDELXNOSTI (PRI \TOM OBLASTX ZNA^ENIJ,PRINIMAEMOJ \TOJ FUNKCIEJ | [ 0;+1)), TO ONA UVE BUDET IMETX OBRAT-NU@ FUNKCI@: W PERWOM SLU^AE \TO y = �x1=2n ((�1; 0 ] � [ 0;+1)), PRI\TOM KAVDAQ IZ \TIH DWUH WZAIMNO OBRATNYH FUNKCIJ UBYWAET, A WO WTOROMSLU^AE \TO y = x1=2n ([ 0;+1) � [ 0;+1)), PRI \TOM KAVDAQ IZ \TIH DWUHWZAIMNO OBRATNYH FUNKCIJ WOZRASTAET.zAME^ANIE. rASSMOTRENNYJ PRIMER POKAZYWAET SU]ESTWENNOSTX OGOWOR-KI W OPREDELENII OBRATNOJ FUNKCII ("BYTX MOVET, ^ASTX EGO").40. fUNKCIQ y = f(x) = � x; ESLI x 2 Q;�x; ESLI x 2 R nQ TAKVE IMEETOBRATNU@ FUNKCI@ x = f�1(y) = � y; ESLI y 2 Q;�y; ESLI y 2 R nQ:oTMETIM, ^TO W \TOM SLU^AE PO WIDU FUNKCIQ y = f(x) I OBRATNAQ EJ FUNK-CIQ x = f�1(y) SOWPADA@T (f(x) = f�1(x), POSLEDNEE WYPOLNQETSQ TOGDA ITOLXKO TOGDA, KOGDA f(f(x)) = x), KAVDAQ IZ NIH NE QWLQETSQ MONOTONNOJ,OSU]ESTWLQQ WZAIMNO ODNOZNA^NOE SOOTWETSTWIE MEVDU MNOVESTWAMI WSEHDEJSTWITELXNYH ^ISEL R.dOKAVEM SLEDU@]IE TEOREMY.tEOREMA 1. pUSTX FUNKCIQ y = f(x) NA NEKOTOROM MNOVESTWE X0 � D[f ]QWLQETSQ WOZRASTA@]EJ (UBYWA@]EJ). tOGDA NA MNOVESTWE Y 0 SOOTWETSTWU-@]IH ZNA^ENIJ \TOJ FUNKCII (Y 0 = fy 2 R : 9 x 2 X0; y = f(x)g) OPREDELE-NA OBRATNAQ EJ FUNKCIQ x = f�1(y), KOTORAQ TAKVE QWLQETSQ WOZRASTA@]EJ(UBYWA@]EJ).dOKAZATELXSTWO. sOGLASNO OPREDELENI@ WOZRASTA@]IH I UBYWA@]IHFUKNCIJ DLQ L@BYH x1 6= x2 (PRI \TOM ILI x1 < x2, ILI x1 > x2) f(x1) 6=6= f(x2), SLEDOWATELXNO NA MNOVESTWE Y 0 MOVNO OPREDELITX FUNKCI@, STAWQW SOOTWETSTWIE KAVDOMU y 2 Y 0 TO EDINSTWENNOE x 2 X0, PRI KOTOROM y == f(x), TEM SAMYM SU]ESTWOWANIE OBRATNOJ FUNKCII x = f�1(y) USTANOWLE-NO. dOKAVEM EE WOZRASTANIE (UBYWANIE), TO ESTX ^TO DLQ L@BYH y1; y2 2 Y 0TAKIH, ^TO y1 < y2 WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO x1 = f�1(y1) < (>)f�1(y2) =83



= x2. pREDPOLOVIM PROTIWNOE, ^TO DLQ NEKOTOROJ PARY y01; y02 2 Y 0 TAKIH,^TO y01 < y02 TEM NE MENEE x01 = f�1(y01) > (6)f�1(y02) = x02, TOGDA W SILUWOZRASTANIQ (UBYWANIQ) FUNKCII y = f(x) POLU^AEM, ^TO y01 = f(x01) >(>)f(x02) = y02, TO ESTX W L@BOM SLU^AE y01 > y02, PRI[LI K PROTIWORE^I@ SUSLOWIEM WYBORA y01 < y02, KOTOROE DOKAZYWAET TEOREMU.zAME^ANIE 1.pRIWEDENNYE WY[E PRIMERY 30 I 40 POKAZYWA@T, ^TO USLO-WIE STROGOJ MONOTONNOSTI QWLQETSQ SU]ESTWENNYM DLQ SU]ESTWOWANIQ OB-RATNOJ FUNKCII, ODNAKO ONO QWLQETSQ LI[X DOSTATO^NYM I NE QWLQETSQNEOBHODIMYM DLQ EE SU]ESTWOWANIQ.zAME^ANIE 2. nIVE MY DOKAVEM TAKVE I TEOREMU O STROGOJ WYPUKLOSTIOBRATNOJ FUNKCII.tEOREMA 2. gRAFIKI WZAIMNO OBRATNYH FUNKCIJ y = f(x) I y = f�1(x)SIMMETRI^NY OTNOSITELXNO PRQMOJ | GRAFIKA FUNKCII y = x (\TA PRQ-MAQ QWLQETSQ BISSEKTRISOJ PRQMYH UGLOW PERWOJ I TRETXEJ ^ETWERTEJ NAKOORDINATNOJ PLOSKOSTI Oxy). RIS. 2.9dOKAZATELXSTWO. sM. RIS. 2.9. dLQ UPRO]ENIQ RASSUVDENIJ BUDEM S^I-TATX FUNKCI@ y = f(x) OPREDELENNOJ NA TAKOM MNOVESTWEX, ^TO ONA IMEETOBRATNU@ FUNKCI@ y = f�1(x), OPREDELENNU@ NA MNOVESTWE Y | OBLAS-TI IZMENENIQ FUNKCII y = f(x). gRAFIK FUNKCII y = f(x) | MNOVESTWOWSEH TO^EK NA KOORDINATNOJ PLOSKOSTI Oxy S KOORDINATAMI (x; f(x)), GDEx | PROIZWOLXNOE ^ISLO IZ MNOVESTWA X. pOKAVEM, ^TO 8x 2 X TO^KAM 0(f(x);x) SIMMETRI^NA TO^KE M (x; f(x)) OTNOSITELXNO PRQMOJ y = x.gmt P \TOJ PRQMOJ IMEET WID P (z; z), GDE z | PROIZWOLXNOE DEJSTWI-TELXNOE ^ISLO. kAK IZWESTNO, RASSTOQNIE OT TO^KI DO PRQMOJ ESTX DLINAPERPENDIKULQRA, PROWEDENNOGO IZ \TOJ TO^KI K UKAZANNOJ PRQMOJ, TO ESTXKRAT^AJ[EE (MINIMALXNOE) IZ WSEWOZMOVNYH RASSTOQNIJ OT \TOJ TO^KI DOTO^EK PRQMOJ. w SLU^AE TO^KI M (x; f(x)) EE RASSTOQNIE DO TO^KI P (z; z)WY^ISLQETSQ PO FORMULE�(M ;P ) =p(x� z)2 + (f(x) � z)2 =p(f(x) � z)2 + (x� z)2 = �(M 0;P ),SLEDOWATELXNO, MINIMALXNYE IZ WSEH RASSTOQNIJ OT TO^EKM IM 0 DO TO^EKPRQMOJ y = x RAWNY I TAK KAK 84



8z 2 R : (x� z)2 + (f(x) � z)2 = 2z2 � 2(x+ f(x))z + x2 + (f(x))2 == 2(z � (x+ f(x))=2)2 + (x� f(x))2=2 > 0, TO ONI DOSTIGA@TSQ PRI z == z0 = (x+f(x))=2. tAKIM OBRAZOM, TO^KI M (x; f(x)) IM 0(f(x);x) RASPO-LOVENY NA ODNOM PERPENDIKULQRE K PRQMOJ y = x, PROHODQ]EM ^EREZ TO^KUP0(z0; z0) NA RAWNOM RASSTOQNII OT NEE, PRI^EM PRI f(x) 6= x,M 6�M 0 |PO RAZNYE STORONY OT NEE, ^TO OZNA^AET IH SIMMETRI^NOSTX OTNOSITELXNOPRQMOJ y = x. gRAFIK FUNKCII y = f�1(x) | MNOVESTWO WSEH TO^EK NA KO-ORDINATNOJ PLOSKOSTI Oxy S KOORDINATAMI (x; f�1(x)), GDE x| PROIZWOLX-NOE ^ISLO IZ MNOVESTWA Y . tAK KAK y = f(x) , x = f�1(y), TO MNOVESTWOTO^EK M 0(f(x);x) KAK RAZ I ESTX MNOVESTWO TO^EK M 0(y; f�1(y)), SLEDOWA-TELXNO, PEREOBOZNA^AQ y NA x, MY I POLU^AEM SPRAWEDLIWOSTX UTWERVDENIQTEOREMY. tEOREMY O WYPUKLOSTI OBRATNYH FUNKCIJdLQ ISSLEDOWANIQ WOPROSA O WYPUKLOSTI STEPENNYH FUNKCIJ x� PRI� 2 R I OBRATNYH TRIGONOMETRI^ESKIH FUNKCIJ DOKAVEM TEOREMY.RIS. 2.10 A RIS. 2.10 BtEOREMA 3. pUSTX FUNKCIQ y = f(x) NA NEKOTOROM MNOVESTWE X0 �� D[f ] QWLQETSQ WOZRASTA@]EJ I STROGO WYPUKLOJ WWERH (WNIZ). tOGDA NAMNOVESTWE Y 0 SOOTWETSTWU@]IH ZNA^ENIJ \TOJ FUNKCII (Y 0 = fy 2 R :9 x 2 X0; y = f(x)g) OPREDELENA OBRATNAQ EJ FUNKCIQ x = f�1(y), KOTORAQTAKVE QWLQETSQ WOZRASTA@]EJ I STROGO WYPUKLOJ WNIZ (WWERH).dOKAZATELXSTWO.sM. RIS. 2.10 A.sU]ESTWOWANIE I WOZRASTANIE OBRATNOJFUNKCII DOKAZANO WY[E, W TEOREME 1 NA STR. 83 | 84. fIKSIRUEM PROIZ-WOLXNYE y1; y2 2 Y 0 TAKIE, ^TO y1 + y22 2 Y 0, SRAWNIWAQ ZNA^ENIQ OBRATNOJFUNKCII W POLUSUMME ZNA^ENIJ y1 I y2 S POLUSUMMOJ EE ZNA^ENIJ W y1 I y2,S U^ETOM WOZRASTANIQ FUNKCII y = f(x), POLU^IM:f�1 �y1 + y22 �_ f�1(y1) + f�1(y2)2 ,, f �f�1 �y1 + y22 ��_ f �f�1(y1) + f�1(y2)2 �,85



, y1 + y22 _ f �x1 + x22 �, f(x1) + f(x2)2 _ f �x1 + x22 � :tAK KAK FUNKCIQ y = f(x) STROGO WYPUKLA WWERH (WNIZ), TO POSLEDNIJZNAK SRAWNENIQ " _ " NADO ZAMENITX NA ZNAK " < "(" > ") I MY POLU^AEMf�1�y1 + y22 � < (>)f�1(y1) + f�1(y2)2 ,^TO I OZNA^AET STROGU@ WYPUKLOSTX WNIZ (WWERH) OBRATNOJ FUNKCIIx = f�1(y) NA MNOVESTWE Y 0. tEOREMA 3 DOKAZANA.tEOREMA 4. pUSTX FUNKCIQ y = f(x) NA NEKOTOROM MNOVESTWE X0 � D[f ]QWLQETSQ UBYWA@]EJ I STROGO WYPUKLOJ WWERH (WNIZ). tOGDA NA MNOVESTWEY 0 SOOTWETSTWU@]IH ZNA^ENIJ \TOJ FUNKCII (Y 0 = fy 2 R : 9 x 2 X0;y = f(x)g) OPREDELENA OBRATNAQ EJ FUNKCIQ x = f�1(y), KOTORAQ TAKVEQWLQETSQ UBYWA@]EJ I TAKVE STROGO WYPUKLOJ WWERH (WNIZ).dOKAZATELXSTWO. sM. RIS. 2.10 B. sU]ESTWOWANIE I UBYWANIE OBRATNOJFUNKCII DOKAZANO WY[E, W TEOREME 1 NA STR. 83 | 84. fIKSIRUEM PROIZ-WOLXNYE y1; y2 2 Y 0 TAKIE, ^TO y1 + y22 2 Y 0, SRAWNIWAQ ZNA^ENIQ OBRATNOJFUNKCII W POLUSUMME ZNA^ENIJ y1 I y2 S POLUSUMMOJ EE ZNA^ENIJ W y1 I y2,S U^ETOM UBYWANIQ FUNKCII y = f(x), POLU^IM:f�1 �y1 + y22 �_ f�1(y1) + f�1(y2)2 ,, f �f�1(y1) + f�1(y2)2 �_ f �f�1�y1 + y22 ��,, f �x1 + x22 �_ y1 + y22 , f �x1 + x22 �_ f(x1) + f(x2)2 .tAK KAK FUNKCIQ y = f(x) STROGO WYPUKLA WWERH (WNIZ), TO POSLEDNIJZNAK SRAWNENIQ " _ " NADO ZAMENITX NA ZNAK " > "(" < ") I MY POLU^AEMf�1�y1 + y22 � > (<)f�1(y1) + f�1(y2)2 ,^TO I OZNA^AET STROGU@ WYPUKLOSTX WWERH (WNIZ) OBRATNOJ FUNKCIIx = f�1(y) NA MNOVESTWE Y 0. tEOREMA 4 DOKAZANA.������������������������������������������wWEDEM TEPERX OBRATNYE TRIGONOMETRI^ESKIE FUNKCII, ISSLEDUEM IHSWOJSTWA.2:12. sWOJSTWA OBRATNOJ TRIGONOMETRI^ESKOJ FUNKCIIy = arcsinx I EE GRAFIKrASSMOTRIM FUNKCI@ y = sinx, TAK KAK ONA PRINIMAET L@BOE SWOE ZNA-86



^ENIE W BES^ISLENNOM MNOVESTWE ZNA^ENIJ SWOEGO ARGUMENTA, TO NA WSEJSWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ ONA NE IMEET OBRATNOJ FUNKCII, ODNAKO RAS-SMATRIWAQ \TU FUNKCI@ LI[X DLQ ZNA^ENIJ ARGUMENTA x 2 [��=2; �=2],GDE ONA WOZRASTAET I PRINIMAET WSE ZNA^ENIQ NA OTREZKE [�1; 1], MY W SILUTEOREMY 1 POLU^IM, ^TO PRI \TIH USLOWIQH ONA IMEET OBRATNU@ FUNKCI@x = sin�1 y = arcsin y (OPREDELENIE ARKSINUSA ^ISLA SM. WY[E, W P. 2:5).mENQQ OBOZNA^ENIQ x NA y, A y NA x, MY POLU^AEM SLEDU@]IE SWOJSTWAFUNKCII y = arcsinx:I. D[arcsin] = [�1; 1] (D[arcsin] = E[sin]).II. E[arcsin] = h��2 ; �2 i (E[arcsin] = D[sin], POSKOLXKU FUNKCIQ SINUSRASSMATRIWAETSQ NA UKAZANNOM OTREZKE).III. iZ REZULXTATOW P. II POLU^AEM, ^TO FUNKCIQ arcsin x OGRANI^ENA NASWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ.IV. iZ REZULXTATOW P. II POLU^AEM, ^TOminarcsinx = ��2 = arcsin(�1); maxarcsinx = �2 = arcsin 1.V. y = arcsinx | NE^ETNAQ FUNKCIQ.dLQ DOKAZATELXSTWA OTMETIM, ^TO POSKOLXKU D[arcsin] SIMMETRI^NA OT-NOSITELXNO TO^KI x0 = 0, I POSKOLXKU PRI L@BOM x 2 [�1; 1] arcsin(�x) I� arcsin x PRINIMA@T ZNA^ENIQ NA OTREZKE [��=2; �=2], NA KOTOROM FUNK-CIQ SINUS WOZRASTAET, TO IZ RAWENSTW (W SILU NE^ETNOSTI FUNKCII SINUS)sin(arcsin(�x)) = �x I sin(� arcsinx) = � sin(arcsin x) = �x I WYTEKAET,^TO 8x 2 [�1; 1] arcsin(�x) = � arcsinx.VI. fUNKCIQ y = arcsinx | NE QWLQETSQ PERIODI^ESKOJ.|TOT FAKT WYTEKAET HOTQ BY IZ TOGO, ^TO OBLASTX OPREDELENIQ \TOJFUNKCII OGRANI^ENA I SNIZU, I SWERHU (^ISLAMI ��=2 I �=2), ^TO NE SOOT-WETSTWUET WWEDENNOMU OPREDELENI@ PERIODI^ESKOJ FUNKCII.VII. arcsinx = 0, x = 0, arcsinx < 0 NA [�1; 0) I arcsin x > 0 NA (0; 1].|TI FAKTY SLEDU@T IZ OPREDELENIQ ARKSINUSA ^ISLA 0 I WOZRASTANIQFUNKCII y = arcsinx NA WSEJ SWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ (OTREZKE [�1; 1]).VIII. fUNKCIQ y = arcsinx WOZRASTAET NA WSEJ SWOEJ OBLASTI OPREDELE-NIQ (OTREZKE [�1; 1]).|TOT FAKT WYTEKAET IZ TEOREMY 1 O STROGOJ MONOTONNOSTI OBRATNOJFUNKCII I WOZRASTANIQ FUNKCII y = sinx NA OTREZKE [��=2; �=2].IX.fUNKCIQ arcsin x STROGO WYPUKLA WNIZ (WWERH) NA OTREZKE [0; 1] ([�1; 0]).|TOT FAKT WYTEKAET IZ TOGO, ^TO FUNKCIQ sinx STROGO WYPUKLA WWERH(WNIZ) NA OTREZKE [0; �=2] ([��=2; 0]) I TEOREMY 3.87



X. gRAFIK FUNKCII: RIS. 2.11 ATO^KA O(0; 0) | TO^KA PERESE^ENIQ GRAFIKA FUNKCII S OSQMI Ox I Oy.zAME^ANIE. oTMETIM, ^TO RASSMATRIWAQ FUNKCI@ SINUS NA L@BOM DRU-GOM IZ OTREZKOW, GDE ONA ILI WS@DU WOZRASTAET, ILI WS@DU UBYWAET, TO^NOTAKIM VE OBRAZOM MY MOVEM POSTROITX DLQ NEE OBRATNU@ FUNKCI@, KOTO-RAQ, BUDET OTLI^ATXSQ OT POSTROENNOJ FUNKCII y = arcsinx. tAKOGO RODAZADA^U MY PREDLAGAEM RE[ITX U^A]IMSQ.������������������������������������������2:13. sWOJSTWA OBRATNOJ TRIGONOMETRI^ESKOJ FUNKCIIy = arccos x I EE GRAFIKrASSMOTRIM FUNKCI@ y = cosx, TAK KAK ONA PRINIMAET L@BOE SWOE ZNA-^ENIE W BESKONE^NOM MNOVESTWE ZNA^ENIJ SWOEGO ARGUMENTA, TO NA WSEJ SWO-EJ OBLASTI OPREDELENIQ ONA NE IMEET OBRATNOJ FUNKCII, ODNAKO RASSMATRI-WAQ \TU FUNKCI@ LI[X DLQ ZNA^ENIJ ARGUMENTA x 2 [0; �], GDE ONA UBYWAETI PRINIMAET WSE ZNA^ENIQ NA OTREZKE [�1; 1], MY W SILU TEOREMY 1 POLU^IM,^TO PRI \TIH USLOWIQH ONA IMEET OBRATNU@ FUNKCI@ x = cos�1 y = arccos y(OPREDELENIE ARKKOSINUSA ^ISLA SM. WY[E, W P. 2:6). mENQQ OBOZNA^ENIQ xNA y, A y NA x, MY POLU^AEM SLEDU@]IE SWOJSTWA FUNKCII y = arccos x:I. D[arccos] = [�1; 1] (D[arccos] = E[cos]).II. E[arccos] = [0; �] (E[arccos] = D[cos], POSKOLXKU FUNKCIQ KOSINUSRASSMATRIWAETSQ NA UKAZANNOM OTREZKE).III. iZ REZULXTATOW P. II POLU^AEM, ^TO FUNKCIQ arccos x OGRANI^ENA NASWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ.IV. iZ REZULXTATOW P. II POLU^AEM, ^TOminarccosx = 0 = arccos 1; maxarccos x = � = arccos(�1).V. y = arccos x | FUNKCIQ OB]EGO WIDA, ONA NE QWLQETSQ ^ETNOJ I NEQWLQETSQ NE^ETNOJ.|TOT FAKT WYTEKAET IZ SLEDU@]EGO RAWENSTWA 8x 2 [�1; 1] : arccos(�x) == � � arccos x, KOTOROE W SWO@ O^EREDX SLEDUET IZ TAKIH RASSUVDENIJ: PO-SKOLXKU PRI L@BOM x 2 [�1; 1] arccos(�x) I �� arccos x PRINIMA@T ZNA^E-NIQ NA OTREZKE [0; �], NA KOTOROM FUNKCIQ KOSINUS UBYWAET, TO IZ RAWENSTW88



cos(arccos(�x)) = �x I cos(� � arccos x) = � cos(arccos x) = �x I WYTEKAETUKAZANNOE WY[E RAWENSTWO.VI. fUNKCIQ y = arccos x | NE QWLQETSQ PERIODI^ESKOJ.|TOT FAKT WYTEKAET HOTQ BY IZ TOGO, ^TO OBLASTX OPREDELENIQ \TOJFUNKCII OGRANI^ENA I SNIZU, I SWERHU (^ISLAMI 0 I �), ^TO NE SOOTWET-STWUET WWEDENNOMU OPREDELENI@ PERIODI^ESKOJ FUNKCII.VII. arccos x = 0, x = 1, arccos x > 0 NA [�1; 0).|TI FAKTY SLEDU@T IZ OPREDELENIQ ARKKOSINUSA ^ISLA 1 I UBYWANIQFUNKCII y = arccos x NA WSEJ SWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ (OTREZKE [�1; 1]).VIII. fUNKCIQ y = arccos x UBYWAET NA WSEJ SWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ(OTREZKE [�1; 1]).|TOT FAKT WYTEKAET IZ TEOREMY 1 O STROGOJ MONOTONNOSTI OBRATNOJFUNKCII I UBYWANIQ FUNKCII y = cosx NA OTREZKE [0; �].IX.fUNKCIQ arccos x STROGO WYPUKLA WNIZ (WWERH) NA OTREZKE [�1; 0] ([0; 1]).|TOT FAKT WYTEKAET IZ TOGO, ^TO FUNKCIQ cos x TAKVE STROGO WYPUKLAWNIZ (WWERH) NA OTREZKE [�=2; �] ([0; �=2]) I TEOREMY 4.X. gRAFIK FUNKCII: RIS. 2.11 BTO^KA A(1; 0) | TO^KA PERESE^ENIQ GRAFIKA FUNKCII S OSX@ Ox, TO^KAB(0;�=2) | TO^KA PERESE^ENIQ GRAFIKA FUNKCII S OSX@ Oy.zAME^ANIE. oTMETIM, ^TO RASSMATRIWAQ FUNKCI@ KOSINUS NA L@BOMDRUGOM IZ OTREZKOW, GDE ONA ILI WS@DU WOZRASTAET, ILI WS@DU UBYWAET,TO^NO TAKIM VE OBRAZOM MY MOVEM POSTROITX DLQ NEE OBRATNU@ FUNKCI@,KOTORAQ, BUDET OTLI^ATXSQ OT POSTROENNOJ FUNKCII y = arccos x. tAKOGORODA ZADA^U MY PREDLAGAEM RE[ITX U^A]IMSQ.������������������������������������������2:14. sWOJSTWA OBRATNOJ TRIGONOMETRI^ESKOJ FUNKCIIy = arctgx I EE GRAFIKrASSMOTRIM FUNKCI@ y = tgx, TAK KAK ONA PRINIMAET L@BOE SWOE ZNA-^ENIE W BES^ISLENNOM MNOVESTWE ZNA^ENIJ SWOEGO ARGUMENTA, TO NA WSEJSWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ ONA NE IMEET OBRATNOJ FUNKCII, ODNAKO RAS-SMATRIWAQ \TU FUNKCI@ LI[X DLQ ZNA^ENIJ ARGUMENTA x 2 (��=2; �=2),89



GDE ONA WOZRASTAET I PRINIMAET WSE ZNA^ENIQ NA PROMEVUTKE (�1;+1),MY W SILU TEOREMY 1 POLU^IM, ^TO PRI \TIH USLOWIQH ONA IMEET OBRATNU@FUNKCI@ x = tg�1 y = arctg y (OPREDELENIE ARKTANGENSA ^ISLA SM. WY[E,W P. 2:7). mENQQ OBOZNA^ENIQ x NA y, A y NA x, MY POLU^AEM SLEDU@]IESWOJSTWA FUNKCII y = arctgx:I. D[arctg ] = (�1;+1) (D[arctg ] = E[tg ]).II. E[arctg] = ���2 ; �2 � (E[arctg ] = D[tg ], POSKOLXKU FUNKCIQ TANGENSRASSMATRIWAETSQ NA UKAZANNOM INTERWALE).III. iZ REZULXTATOW P. II POLU^AEM, ^TO FUNKCIQ arctg x OGRANI^ENA NASWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ.IV. iZ REZULXTATOW P. II POLU^AEM, ^TOminarctgx I maxarctgx NE SU]ESTWU@T. iDEQ DOKAZATELXSTWA TAKAQ VE,KAK PRI DOKAZYWALXSWE WY[E OTSUTSTWIQ MINIMALXNOGO ZNA^ENIQ U OGRA-NI^ENNOGO SNIZU NULEM MNOVESTWA ZNA^ENIJ POKAZATELXNOJ FUNKCII.V. y = arctgx | NE^ETNAQ FUNKCIQ.dLQ DOKAZATELXSTWA OTMETIM, ^TO POSKOLXKU D[arctg ] SIMMETRI^NA OT-NOSITELXNO TO^KI x0 = 0, I POSKOLXKU PRI L@BOM x 2 (�1;+1) arctg (�x)I�arctg x PRINIMA@T ZNA^ENIQ NA INTERWALE (��=2; �=2), NA KOTOROMFUNK-CIQ TANGENS WOZRASTAET, TO IZ RAWENSTW (W SILU NE^ETNOSTI FUNKCII TAN-GENS) tg (arctg (�x)) = �x I tg (�arctgx) = �tg (arctgx) = �x I WYTEKAET,^TO 8x 2 (�1;+1)) arctg (�x) = �arctgx.VI. fUNKCIQ y = arctgx | NE QWLQETSQ PERIODI^ESKOJ.|TOT FAKT WYTEKAET IZ TOGO, \TA FUNKCIQ WOZRASTA@]AQ, PO\TOMU WSESWOI ZNA^ENIQ ONA PRINIMAET ROWNO ODIN RAZ.VII. arctgx = 0, x = 0, arctgx < 0 NA (�1; 0) I arctgx > 0 NA (0;+1).|TI FAKTY SLEDU@T IZ OPREDELENIQ ARKTANGENSA ^ISLA 0 I WOZRASTA-NIQ FUNKCII y = arctgx NA WSEJ SWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ (PROMEVUTKE(�1;+1)).VIII. fUNKCIQ y = arctgx WOZRASTAET NA WSEJ SWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ(PROMEVUTKE (�1;+1)).|TOT FAKT WYTEKAET IZ TEOREMY 1 O STROGOJ MONOTONNOSTI OBRATNOJFUNKCII I WOZRASTANIQ FUNKCII y = tgx NA INTERWALE (��=2; �=2).IX. fUNKCIQ arctgx STROGO WYPUKLA WWERH (WNIZ) NA PROMEVUTKE [0;+1)((�1; 0]).|TOT FAKT WYTEKAET IZ TOGO, ^TO FUNKCIQ tgx STROGO WYPUKLA WNIZ(WWERH) NA POLUOTREZKE [0 ; �=2) ((��=2; 0]) I TEOREMY 1.90



X. gRAFIK FUNKCII: RIS. 2.11 WTO^KA O(0; 0) | TO^KA PERESE^ENIQ GRAFIKA FUNKCII S OSQMI Ox I Oy.mOVNO E]E OTMETITX I POWEDENIE \TOJ FUNKCII NA GRANICAH OBLASTI OPRE-DELENIQ, KOTORYE WYTEKA@T IZ SOOTWETSTWU@]IH POWEDENIJ FUNKCII TAN-GENS: PRI x! +1(�1) tgx! �=2�0(��=2+0).|TI FAKTY DOKAZYWA@TSQW KURSE MATEMATI^ESKOGO ANALIZA.zAME^ANIE. oTMETIM, ^TO RASSMATRIWAQ FUNKCI@ TANGENS NA L@BOMDRUGOM IZ INTERWALOW, GDE ONA WS@DU WOZRASTAET, TO^NO TAKIM VE OBRAZOMMY MOVEM POSTROITX DLQ NEE OBRATNU@ FUNKCI@, KOTORAQ BUDET OTLI^ATX-SQ OT POSTROENNOJ FUNKCII y = arctgx. tAKOGO RODA ZADA^U MY PREDLAGAEMRE[ITX U^A]IMSQ.������������������������������������������2:15. sWOJSTWA OBRATNOJ TRIGONOMETRI^ESKOJ FUNKCIIy = arcctgx I EE GRAFIKrASSMOTRIM FUNKCI@ y = ctgx, TAK KAK ONA PRINIMAET L@BOE SWOEZNA^ENIE W BESKONE^NOM MNOVESTWE ZNA^ENIJ SWOEGO ARGUMENTA, TO NA WSEJSWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ ONA NE IMEET OBRATNOJ FUNKCII, ODNAKO RAS-SMATRIWAQ \TU FUNKCI@ LI[X DLQ ZNA^ENIJ ARGUMENTA x 2 (0; �), GDE ONAUBYWAET I PRINIMAET WSE ZNA^ENIQ NA PROMEVUTKE (�1;+1), MY W SILUTEOREMY 1 POLU^IM, ^TO PRI \TIH USLOWIQH ONA IMEET OBRATNU@ FUNKCI@x = ctg�1 y = arcctg y (OPREDELENIE ARKKOTANGENSA ^ISLA SM. WY[E, W P.2:8).mENQQ OBOZNA^ENIQ x NA y, A y NA x, MY POLU^AEM SLEDU@]IE SWOJSTWAFUNKCII y = arcctgx:I. D[arcctg ] = (�1;+1) (D[arcctg ] = E[ctg ]).II. E[arcctg] = (0; �) (E[arcctg ] = D[ctg ], POSKOLXKU FUNKCIQ KOTANGENSRASSMATRIWAETSQ NA UKAZANNOM INTERWALE).III. iZ REZULXTATOW P. II POLU^AEM, ^TO FUNKCIQ arcctg x OGRANI^ENA NASWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ.IV. iZ REZULXTATOW P. II POLU^AEM, ^TOminarcctgx I maxarcctgx NE SU]ESTWU@T. iDEQ DOKAZATELXSTWA TAKAQVE, KAK PRI DOKAZYWALXSTWE WY[K OTSUTSTWIQ MINIMALXNOGO ZNA^ENIQ UOGRANI^ENNOGO SNIZU NULEM MNOVESTWA ZNA^ENIJ POKAZATELXNOJ FUNKCII.91



V. y = arcctgx | FUNKCIQ OB]EGO WIDA, TO ESTX ONA NE QWLQETSQ ^ETNOJI NE QWLQETSQ NE^ETNOJ.|TOT FAKT WYTEKAET IZ SLEDU@]EGO RAWENSTWA 8x 2 (�1;+1))) arcctg (�x) = � � arcctg x, KOTOROE W SWO@ O^EREDX SLEDUET IZ TAKIHRASSUVDENIJ: POSKOLXKU PRI L@BOM x 2 (�1;+1) arcctg (�x) I ��arcctg xPRINIMA@T ZNA^ENIQ NA INTERWALE (0 ; �), NA KOTOROM FUNKCIQ KOTANGENSUBYWAET, TO IZ RAWENSTW ctg (arcctg (�x)) = �x I ctg (� � arcctgx) == �ctg (arcctg x) = �x I WYTEKAET UKAZANNOE WY[E RAWENSTWO.VI. fUNKCIQ y = arcctgx | NE QWLQETSQ PERIODI^ESKOJ.|TOT FAKT WYTEKAET IZ TOGO, \TA FUNKCIQ UBYWA@]AQ, PO\TOMU WSE SWOIZNA^ENIQ ONA PRINIMAET ROWNO ODIN RAZ.VII. arcctgx > 0 NA (�1;+1), NULEJ NE IMEET.|TI FAKTY SLEDU@T IZ P. II.VIII. fUNKCIQ y = arcctgx UBYWAET NA WSEJ SWOEJ OBLASTI OPREDELENIQ(PROMEVUTKE (�1;+1)).|TOT FAKT WYTEKAET IZ TEOREMY 1 O STROGOJ MONOTONNOSTI OBRATNOJFUNKCII I UBYWANIQ FUNKCII y = ctgx NA INTERWALE (0; �).IX.fUNKCIQ arcctgx STROGO WYPUKLA WNIZ (WWERH) NA PROMEVUTKAH [0;+1)((�1; 0]).|TOT FAKT WYTEKAET IZ TOGO, ^TO FUNKCIQ ctgx TAKVE STROGO WYPUKLAWNIZ (WWERH) NA POLUOTREZKE (0; �=2] ([�=2; �)) I TEOREMY 4.X. gRAFIK FUNKCII: RIS. 2.11 GTO^KA B(0;�=2) | TO^KA PERESE^ENIQ GRAFIKA FUNKCII S OSX@ Oy. mOVNOE]E OTMETITX I POWEDENIE \TOJ FUNKCII NA GRANICAH OBLASTI OPREDELENIQ,KOTORYE WYTEKA@T IZ SOOTWETSTWU@]IH POWEDENIJ FUNKCII KOTANGENS: PRIx ! +1(�1) ctgx ! 0 + 0(� � 0). |TI FAKTY DOKAZYWA@TSQ W KURSEMATEMATI^ESKOGO ANALIZA.zAME^ANIE. oTMETIM, ^TO RASSMATRIWAQ FUNKCI@ KOTANGENS NA L@BOMDRUGOM IZ INTERWALOW, GDE ONA WS@DU UBYWAET, TO^NO TAKIM VE OBRAZOM MYMOVEM POSTROITX DLQ NEE OBRATNU@ FUNKCI@, KOTORAQ BUDET OTLI^ATXSQOT POSTROENNOJ FUNKCII y = arcctgx. tAKOGO RODA ZADA^U MY PREDLAGAEMRE[ITX U^A]IMSQ.������������������������������������������92


